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0 Notations

• ここ節ではいくつかの記号を準備する．

• N 次元 Euclid空間 RN は

RN := {x = t(x1, . . . , xN) : xi ∈ R}

で定義され，x = t(x1, . . . , xN) ∈ RN のノルム |x| は

|x| =

√√√√
N∑

i=1

|xi|2

で定義される．

• U ⊂ RN を開集合，u : U → R, x ∈ U とする．u の x において xj について偏微
分可能であるとは

lim
h→0

u(x+ h!ei)− u(x)

h

が存在することであり，このとき上の極限を
∂u

∂xj
(x)

で表し，u の x における xj に関する偏微分係数という．ここで !ei は xi 方向の
基本ベクトルである．

• u が各 x ∈ U において xj について偏微分可能であるとき

x %→ ∂u

∂xj
(x)

を u の xj に関する偏導関数といい
∂u

∂xj
とも表す．また ∂u

∂xj
の代わりに uxj と

表すこともある. 同様に ∂2u

∂xi∂xj
= uxjxi ,

∂3u

∂xi∂xj∂xk
= uxkxjxi ... なども定義さ

れる．

• 非負整数を成分にもつベクトル α = (α1, . . . ,αN) を多重指数という．多重指数
α = (α1, . . . ,αN) に対しては |α| = α1 + · · ·+ αN で定義し，|α| をその多重指数
の次数という．

• 多重指数 α = (α1, . . . ,αN) に対して微分作用素 Dα を次で定義する：

Dαu(x) :=
∂|α|u

∂xα1
1 · · · ∂xαn

n

(x) = ∂α1
x1

· · · ∂αn
xn
u
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• 非負整数 k に対して Dku(x) = {Dαu(x) : |α| = k}

|Dku| =




∑

|α|=k

|Dαu|2



1/2

と定義する．

• 特別な場合として k = 1 のときは Du(x) はベクトル

Du(x) = (ux1(x), . . . , uxN (x))

とし，k = 2 のときは D2u(x) は行列

D2u(x) =




ux1x1(x) · · · ux1xN (x)

...
. . .

...
uxNx1(x) · · · uxNxN (x)



 .

として定義する．

• ∆u =
N∑

k=1

∂2u

∂x2
k

で定義し ∆ をラプラシアンという．

• いくつかの関数空間を定義する： C(U), Ck(U) を

C(U) = {u : U → R : u is continuous},
Ck(U) = {u : U → R : Dαu ∈ C(U) for |α| ≤ k}.

で定義する．また U が有界のとき

C(U) := {u : U → R | u は連続 },
Ck(U) := {u ∈ Ck(U) : |α| ≤ k なる各 α に対し Dαu は U に連続に拡張できる }

と定義する．

本講義における参考文献は以下のとおりである．
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1 調和関数
1.1 定義と平均値の性質

• 調和関数の定義がらはじめよう．

定義! "
U ⊂ RN を領域とする. 関数 u ∈ C2(U) は

∆u = 0

を満たすとき調和関数といわれる．# $
• 調和関数の特徴づけについて述べよう．

定義! "
U ⊂ RN を領域とし u ∈ C(U) とする.

(1) u が 第 2平均値の性質を満たすとは Br(x) ⊂ U なる任意の Br(x) = {x ∈ RN :
|x− y| < r} に対して

u(x) =
1

ωNrN−1

∫

∂Br(x)

u(y)dSy (1.1)

を満たすことである．ここで ωN は RN の単位球面積を表す.

(2) u が 第 1平均値の性質を満たすとは Br(x) ⊂ U なる任意の Br(x) に対して

u(x) =
N

ωNrN

∫

Br(x)

u(y)dy (1.2)

が成り立つことである．# $
注意：
(1) 実は上の 2つの性質は同値である．実際， u ∈ C(U) が第２平均値の性質を満たす
とすると，Br(x)(⊂ U) なる Br(x) と任意の ρ ∈ [0, r] に対して

u(x)ρN−1 =
1

ωN

∫

∂Bρ(x)

u(y)dSy.

が成り立つ．両辺を ρ = 0 to ρ = r まで積分すると

u(x)
rN

N
=

1

ωN

∫

Br(x)

u(y)dy.
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となる．Br(x)(⊂ U) は任意だから u は第 1平均値の性質を満たす．
逆に u ∈ C(U)が第１平均値の性質を満たすとすると Br(x)(⊂ U)なる任意の Br(x)
と任意の ρ ∈ (0, r) に対し

u(x)ρN =
N

ωN

∫

Bρ(x)

u(y)dy =
N

ωN

∫ ρ

0

∫

∂Bs(x)

u(y)dSyds.

が成り立つ．両辺を微分すると

Nu(x)ρN−1 =
N

ωN

∫

∂Bρ(x)

u(y)dσy.

を得る．ρ→ r − 0 として

Nu(x)rN−1 =
N

ωN

∫

∂Br(x)

u(y)dSy.

を満たす．Br(x) は任意なので u は第 2平均値の性質を満たす．

(2) 極座標変換 y = x+ rw (w ∈ ∂B1(0)) によって (1.1) の等式は

u(x) =
1

ωN

∫

∂B1(0)

u(x+ rw)dSw

となる．極座標変換 y = x+ rz (z ∈ B1(0)) によって等式 (1.2)は

u(x) =
N

ωN

∫

B1(0)

u(x+ rz)dz.

と表される

定理 1.1! "
u ∈ C2(U) が調和関数であれば, 第 1及び第 2平均値の性質を満たす．# $
証明：

• u が第 1平均値の性質を満たすことを示せばよい．

• x ∈ U と r > 0 をBr(x) ⊂ U なるように任意に選ぶ．ρ ∈ (0, r) に対して φ(ρ) を

φ(ρ) :=
1

ωN

∫

∂B1(0)

u(x+ ρw)dSw.

で定義する．
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• u ∈ C2(U) より |Du| は ∂Bρ(x) で有界であることに注意すると微分と積分の交
換ができて

φ′(ρ) =
1

ωN

∫

∂B1(0)

d

dρ
u(x+ ρw)dSw

=
1

ωN

∫

∂B1(0)

Du(x+ ρw) · wdSw

=
1

ωNρN−1

∫

∂Bρ(x)

Du(y) · y − x

ρ
dSy

=
1

ωNρN−1

∫

∂Bρ(x)

∂u

∂ν
dSy

を得る．Gauss-Greenの公式（後述）より
1

ωNρN−1

∫

∂Bρ(x)

∂u

∂ν
dSy =

1

ωNρN−1

∫

Bρ(x)

∆u(y)dy = 0.

となる．

• したがって φ(ρ) は (0, r) 上で定数関数であるから

u(x) = lim
ρ↓0

φ(ρ) = lim
ρ↑r

φ(ρ) =
1

ωNrN−1

∫

∂Br(x)

u(y)dSy.

を得る．したがって u は第１平均値の性質を満たす．!
注意: Gauss-Greenの公式について述べる: Ω ⊂ RN は滑らかな境界 ∂Ω をもつ有界領
域とする．このとき，u ∈ C1(Ω) に対し

∫

Ω

uxidx =

∫

∂Ω

uνidSx,

が成り立つ．ここで ν(= ν(x)) = (ν1, . . . , νN) は ∂Ω の（点 x ∈ ∂Ω における）外向き
法線ベクトルである. さらに u ∈ C2(Ω) ならば u を uxi に置き換えることにより

∫

Ω

uxixidx =

∫

∂Ω

uxiνidSx

したがって
∫

Ω

∆udx =

∫

∂Ω

Du · νdSx =

∫

∂Ω

∂u

∂ν
dSx.

を得る．
定理 1.2! "
u ∈ C2(U) が第 1あるいは第 2（したがって両方の）平均値の性質を満たすならば
u は調和関数である.# $
証明：
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• ∆u '≡ 0 とする. このとき ∆u(x) > 0 or ∆u(x) < 0 となる x ∈ U が存在する. 前
者を仮定してよい．後者であれば−u を考えればよい．

• u ∈ C2(U) より Br(x) ⊂ U かつ ∆u > 0 が Br(x) で成り立つような r > 0 が存
在する.

• u は平均値の性質を満たすので，定理 1.1の証明で用いた φ(ρ) は φ(ρ) = u(x) つ
まり φ′(ρ) = 0 ρ ∈ (0, r) を満たす.

• しかし，定理 1.1の証明と同様にして

φ′(ρ) =
1

ωNρN−1

∫

Bρ(x)

∆u(y)dy > 0,

を得るのでこれは矛盾である．したがって u は調和関数である．!

注意: 実は u ∈ C(U) が平均値の性質を満たすならば u ∈ C2(U) であり u は調和関数
であることが示される (see [Evans], [Han-Lin]).

1.2 最大値原理
定理 1.3（強最大値原理）! "
U ⊂ RN を領域とし u ∈ C(U) は平均値の性質を満たすとする．もし u(x0) =
max
x∈U

u(x)(=: M) を満たすような点 x0 ∈ U，つまり, u(x) ≤ u(x0) (x ∈ U) を満た
すような点 x0 ∈ U が存在するならば u は U 上の定数関数である．# $
証明：

• u(x0) = maxx∈U u(x)(=: M) つまり u(x) ≤ u(x0) (x ∈ U) なる x0 ∈ U が存在す
ると仮定する．

• V を

V := {x ∈ U | u(x) = M}.

と定義する．このとき V は U の相対閉集合である．

• V は U の相対開集合であることを示そう．平均値の性質から

M = u(x0) =
N

ωNrN

∫

Br(x0)

u(x)dx ≤ M

が任意の r ∈ (0, dist(x0, ∂U))に対して成り立つ. したがって u(x) ≡ M が Br(x0)
上で成り立つ，つまり Br(x0) ⊂ V が成り立つ.つまり V は相対開集合である.

• U は連結であるから V = U が成り立つ. !
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注意：
(1) V ⊂ U が U の相対開集合であるとは任意の x0 ∈ V に対して Ur(x0) ∩ U ⊂ V を
満たす r > 0 が存在することである. 次に F ⊂ U が U の相対閉集合であるとは
U \ F が U の相対開集合であることである．

(2) 同様にして u(x0) = min
x∈U

u(x)(=: m) となる x0 ∈ U，つまり u(x) ≥ u(x0) (x ∈ U)

となる x0 ∈ U が存在するならば u ≡ m が成り立つことを証明できる．

系 1.4（弱最大値原理）! "
U ⊂ RN を有界領域とする．u ∈ C(U) ∩ C2(U) が調和関数であるならば

max
x∈U

u(x) = max
x∈∂U

u(x)

および

min
x∈U

u(x) = min
x∈∂U

u(x).

が成り立つ．# $
証明： 最大値に関する主張のみ証明する．

• U ⊃ ∂U であるから max
x∈U

u(x) ≥ max
x∈∂U

u(x) は明らかである．

• 次に max
x∈U

u(x) > max
x∈∂U

u(x) とする. このとき u(x0) = max
x∈U

u(x) となる x0 ∈ U が
存在する. しかし定理 1.3より u は定数となり矛盾である．!

定義! "
U ⊂ RN を領域とし u ∈ C2(U) とする.

(1) U 上 −∆u ≥ 0 が成り立つとき u は U 上 優調和関数であるという．
(2) U 上 −∆u ≤ 0 が成り立つとき u は U 上 劣調和関数であるという．# $
• 定理 1.1，定理 1.3 及び系 1.4の証明から次のことがわかる．
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命題 1.5! "
U ⊂ RN を領域とし u ∈ C2(U) とする.

(1) u が優調和関数ならば Br(x) ⊂ U なる任意の Br(x) に対し

u(x) ≥ 1

ωNrN−1

∫

∂Br(x)

u(y)dSy, u(x) ≥ N

ωNrN

∫

Br(x)

u(y)dy.

が成り立つ．

(2) u が劣調和関数ならば, Br(x) ⊂ U なる任意の Br(x) に対し

u(x) ≤ 1

ωNrN−1

∫

∂Br(x)

u(y)dSy, u(x) ≤ N

ωNrN

∫

Br(x)

u(y)dy.

が成り立つ．# $
命題 1.6（強最大値原理）! "
U ⊂ RN を領域とし u ∈ C2(U) とする.

(1) u を優調和関数とする. もし u(x0) = minx∈U u(x)(=: m) を満たす x0 ∈ U が
存在するならば U 上 u ≡ m が成り立つ.

(2) u を劣調和関数とする. もし u(x0) = maxx∈U u(x)(=: M) を満たす x0 ∈ U が
存在するならば U 上 u ≡ M が成り立つ.# $

系 1.7（弱最大値原理）! "
U ⊂ RN を有界領域とし u ∈ C(U) ∩ C2(U) とする.

(1) u が優調和関数ならば

min
x∈U

u(x) = min
x∈∂U

u(x)

が成り立つ．

(2) u が劣調和関数ならば

max
x∈U

u(x) = max
x∈∂U

u(x)

が成り立つ．# $
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境界値問題への応用
• ポアソン方程式の境界値問題を考える：

{
−∆u = f in U,

u = g on ∂U,
(1.3)

ここで U ⊂ RN は有界領域，f ∈ C(U), g ∈ C(∂U) は与えられた関数である．

命題 1.8（一意性）! "
u, v ∈ C(U)∩C2(U) はともに (1.3) の解とする．このとき U 上 u = v が成り立つ.# $
証明： w = u− v とおく. このとき w は U 上で調和関数であり ∂U 上で w = 0 が成
り立つ. よって系 1.4より任意の y ∈ U に対して

0 = min
x∈∂U

w(x) = min
x∈U

w(x) ≤ w(y) ≤ max
x∈U

w(x) = max
x∈∂U

w(x) = 0.

したがって U で u ≡ v が成り立つ． !
命題 1.9（比較原理）! "
u1, u2 ∈ C(U) ∩ C2(U) をそれぞれ (1.3)において f = fi, g = gi (i = 1, 2) とした
解とする．もし U 上 f1 ≥ f2, ∂U 上 g1 ≥ g2 を満たすならば u1 ≥ u2 in U .# $
命題 1.10（強比較原理）! "
u1, u2 ∈ C(U)∩C2(U)は命題 1.9の仮定を満たすとする．このとき U 上で u1 ≡ u2

あるいは u1 > u2 のいずれかが成り立つ．# $
注意：

• U が有界でない場合，命題 1.8，1.9，1.10は一般には成り立たない．例えば U =
{x ∈ RN : |x| > 1} とし N = 2 のとき u(x) = log |x|, N = 3 のとき u(x) =
|x|2−N − 1 とすると u は f = 0, g = 0 とした (1.3)の解である．しかし v(x) ≡ 0
も解である．
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