
2 外測度とLebesgue測度
2.1 外測度
定義! "
X を空でない部分集合とし，µ∗ : 2X → [0,∞] が次を満たすとき，µ∗ を X 上の外
測度という．
(1) µ∗(∅) = 0

(2) A ⊂ B ならば µ∗(A) ≤ µ∗(B)

(3) µ∗
( ∞⋃

n=1
An

)
≤

∞∑
n=1

µ∗(An)

# $
問 2.1 X を空でない集合とする．

µ∗(A) =

{
1 A &= ∅
0 A = ∅

は外測度であることを示せ．
命題 2.1! "
X を空でない集合とし，A を有限加法族，µ を A 上の完全加法的集合関数とする．
このとき

µ∗(A) = inf

{ ∞∑

n=1

µ(En) | A ⊂
∞⋃

n=1

En, En ∈ A
}

とおくと，µ∗ は外測度である．# $
証明
(1) µ∗(∅) = 0 は明らかである．

(2) A ⊂ B とする．{En} ⊂ A が B ⊂
∞⋃
n=1

En ならば A ⊂
∞⋃
n=1

En であるので

µ∗(A) ≤
∞∑

n=1

µ(En)

である． B ⊂
∞⋃
n=1

En なる {En} ⊂ A について下限をとれば µ∗(A) ≤ µ∗(B) を
得る．
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(3) {An} ⊂ 2X とする．µ∗(An) = ∞となる nがあれば明らかであるので µ∗(An) < ∞
(n = 1, 2, · · · )とする．任意に ε > 0をとる．各 nに対して E(n)

k ∈ A (k = 1, 2, · · · )
があって

An ⊂
∞⋃

k=1

E(n)
k かつ

∞∑

k=1

µ(E(k)
n ) ≤ µ∗(An) +

ε

2n

が成り立つ．
∞⋃
n=1

An ⊂
∞⋃
n=1

∞⋃
k=1

E(n)
k （可算個の和集合でおおわれている!）であるか

ら µ∗ の定義より

µ∗

( ∞⋃

n=1

An

)
≤

∞∑

n=1

∞∑

k=1

µ(E(k)
n ) ≤

∞∑

n=1

(
µ∗(An) +

ε

2n

)

=
∞∑

n=1

µ∗(An) + ε

が成り立つ．ε > 0 任意より

µ∗

( ∞⋃

n=1

An

)
≤

∞∑

n=1

µ∗(An)

を得る．!

2.2 Carathéodory可測性
定義! "
X を空でない集合とし，µ∗ を X 上で外測度とする．A ⊂ X が

µ∗(E) = µ∗(E ∩ A) + µ∗(E ∩ Ac) (∀E ⊂ X)

が成り立つとき，Carathéodory可測，µ∗ -可測，あるいは単に可測という．# $
注 E = (E ∩ A) ∪ (E ∩ Ac) であるので外測度の性質により

µ∗(E) ≤ µ∗(E ∩ A) + µ∗(E ∩ Ac)

は自動的に成り立つ．よって A ⊂ X が可測 ⇔

µ∗(E) ≥ µ∗(E ∩ A) + µ∗(E ∩ Ac) (∀E ⊂ X)

である．
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• M を次で定義しよう：

M = {A ⊂ X : µ∗(E) ≥ µ∗(E ∩ A) + µ∗(E ∩ Ac) (∀E ⊂ X)}
= {A ⊂ X : A は可測 }

とおく．

定理 2.2! "
上で定義したM は σ-加法族である．# $
証明 M が有限加法族の条件 (1), (2), (3)および問 1.4の条件を満たせばよい．

有限加法族の条件 (1)
A = X とすると Ac = ∅ より任意の E ⊂ X に対して

µ∗(E ∩ A) + µ∗(E ∩ Ac) = µ∗(E) + µ∗(∅) = µ∗(E)

したがって X ∈ M である．

有限加法族の条件 (2)
(Ac)c = A より明らかである．

有限加法族の条件 (3)

• A, B ∈ M とする．(2)よりA ∩ B ∈ M を示せばよい．なぜなら，Ac, Bc ∈ M
より (A ∪ B)c = Ac ∩ Bc ∈ M であり，再び (2)から A ∪ B ∈ M となるからで
ある．

• A ∩ B ∈ M を示そう．任意の E ⊂ X に対して

µ∗(E) ≥ µ∗(E ∩ A) + µ∗(E ∩ Ac) (2.1)

µ∗(E) ≥ µ∗(E ∩ B) + µ∗(E ∩ Bc) (2.2)

が成り立つ．ここで (2.2)で E を E ∩ A に置き換えると

µ∗(E ∩ A) ≥ µ∗(E ∩ A ∩ B) + µ∗(E ∩ A ∩Bc)

よって (2.1)より

µ∗(E) ≥ µ∗(E ∩ A) + µ∗(E ∩ Ac)

≥ µ∗(E ∩ A ∩B) + µ∗(E ∩ A ∩Bc) + µ∗(E ∩ Ac)

である．

17



• ここで集合に関する等式

(A ∩ B)c = (A ∩ Bc) ∪ Ac = (Ac ∩Bc) ∪ Ac

より

E ∩ (A ∩B)c = (E ∩ (A ∩ Bc)) ∪ (E ∩ Ac)

である．よって外測度の性質 (2)より

µ∗(E ∩ A ∩ Bc) + µ∗(E ∩ Ac) ≥ µ∗(E ∩ (A ∩ B)c)

したがって

µ∗(E) ≥ µ∗(E ∩ A ∩ B) + µ∗(E ∩ (A ∩ B)c)

が成り立つ．よって A ∩ B ∈ M が成り立つ．

問 1.4の性質

• A1, A2, · · · , An, · · · ∈ M, Ai∩Aj = ∅ (i &= j)とする．このとき A :=
∞⋃
n=1

An ∈ M

を示す．

• 任意の E ⊂ X に対して µ∗(E) ≥ µ∗(E ∩ A) + µ∗(E ∩ Ac) を示す．ここで

E ∩ A =
∞⋃

n=1

(E ∩ An)

より外測度の性質から µ∗(E ∩ A) ≤
∞∑
n=1

µ∗(E ∩ An) が成り立つ．したがって

µ∗(E) ≥
∞∑

n=1

µ∗(E ∩ An) + µ∗(E ∩ Ac) (∀E ⊂ X) (2.3)

を示せばよい．

• Sk =
k⋃

n=1
An とすると Sk ⊂ A より Sc

k ⊃ Ac (k = 1, 2, · · · ) が成り立つ．した
がって

µ∗(E ∩ Ac) ≤ µ∗(E ∩ Sc
k) k = 1, 2, · · · (2.4)

が成り立つ．
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• 次のことを示せば十分である：任意の E ⊂ X, k ∈ N に対して

µ∗(E) ≥
k∑

n=1

µ∗(E ∩ An) + µ∗(E ∩ Sc
k) (∗)k

実際，これが示されれば，(2.4)より，任意の E ⊂ X, k = 1, 2, · · · に対して

µ∗(E) ≥
k∑

n=1

µ∗(E ∩ An) + µ∗(E ∩ Ac)

であるので k → ∞ とすれば (2.3)を得る．

• (∗)k を帰納法で示す．k = 1 のとき S1 = A1 より Sc
1 = Ac

1 であり A1 ∈ M であ
るから A1 の可測性の定義式から成り立つ．

• k のとき，任意の E ⊂ X に対して (∗)k が成り立つとする．任意の E ⊂ X に対
して (∗)k の式で E を E ∩ Sk と置き換えれば

µ∗(E ∩ Sk) ≥
k∑

n=1

µ∗(E ∩ Sk ∩ An) + µ∗(E ∩ Sk ∩ Sc
k)

=
k∑

n=1

µ∗(E ∩ An)

(2.5)

である．

• (∗)k+1 を示そう．Ak+1 ∈ M より

µ∗(E) ≥ µ∗(E ∩ Ak+1) + µ∗(E ∩ Ac
k+1)

つぎに Sk ∈ M より

µ∗(E ∩ Ac
k+1) ≥ µ∗(E ∩ Ac

k+1 ∩ Sk) + µ∗(E ∩ Ak+1 ∩ Sc
k)

である．よって

µ∗(E) ≥ µ∗(E ∩ Ak+1) + µ∗(E ∩ Ac
k+1 ∩ Sk) + µ∗(E ∩ Ac

k+1 ∩ Sc
k) (2.6)

を得る．

• つぎに Ak+1 は A1, · · · , Ak と交わらないので，Ak+1 ⊂
(

k⋃
n=1

An

)c

= Sc
k である
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ので Sk ⊂ Ac
k+1 であり，Sc

k+1 =
k⋂

n=1
Ac

n ∩ Ac
k+1 であるから

µ∗(E ∩ Ak+1) + µ∗(E ∩ Ac
k+1 ∩ Sk) + µ∗(E ∩ Ac

k+1 ∩ Sc
k)

= µ∗(E ∩ Ak+1) + µ∗(E ∩ Sk) + µ∗(E ∩ Sc
k+1)

≥ µ∗(E ∩ Ak+1) +
k∑

n=1

µ∗(E ∩ An) + µ∗(E ∩ Sc
k+1) (∵ (2.5))

=
k+1∑

n=1

µ∗(E ∩ An) + µ∗(E ∩ Sc
k+1)

(2.6)より

µ∗(E) ≥
k+1∑

n=1

µ∗(E ∩ An) + µ∗(E ∩ Sc
k+1)

となり k + 1 のときも (∗)k+1 が成り立つ．!

定理 2.3! "
A ∈ M に対し µ(A) = µ∗(A) と定義すると µ はM 上の測度である．# $
証明

• µ(∅) = µ∗(∅) = 0 である．

• A1, A2, · · · , An, · · · ∈ M は Ai ∩ Aj = ∅ (i &= h) とし，A =
∞⋃
n=1

An とおく．定理
3.1で示した式

µ∗(E) ≥
∞∑

n=1

µ∗(E ∩ An) + µ∗(E ∩ Ac) (∀E ⊂ X)

を用いる．E = A とすると

µ∗(A) ≥
∞∑

n=1

µ∗(An) + µ∗(∅) =
∞∑

n=1

µ∗(An)

一方，外測度の性質から µ∗(A) ≤
∞∑

n=1

µ∗(An) が成り立つ．!

命題 2.4! "
X を空でない集合，µ∗ を X 上の外測度とすると，定理 2.2および定理 2.3で定ま
る σ-加法族M, 測度 µ に対して (X,M, µ) は完備な測度空間である．# $
証明
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• N ∈ M とし，M ⊂ N とする．M ∈ M を示す．任意の E ⊂ X に対して
E ∩M ⊂ E ∩N より µ∗(E ∩M) ≤ µ∗(E ∩N) ≤ µ∗(N) = µ(N) = 0 である．

• 外測度の単調性により µ∗(E ∩M c) ≤ µ∗(E) であるので

µ∗(E) ≥ µ∗(E ∩M c) = µ∗(E ∩M) + µ∗(E ∩M c)

を得る．よって M ∈ M である．当然 µ(M) = 0 である．!

2.3 Hopfの拡張定理
定理 2.4! "
X を空でない集合，A ⊂ 2X を有限加法族，µ0 を A 上の有限加法的な集合関数と
する．このとき µ0 が σ[A] 上の測度に拡張されるための必要十分条件は µ0 が A
上で完全加法的であることである．さらに X が σ-有限であるならば拡張は一意で
ある．# $
証明 Step 1：外測度の構成

• µ0 が σ[A] 上の測度に拡張されるならば µ0 は A で完全加法的でなければならな
いのは明らか．

• µ0 が A で完全加法的であるとする．命題 2.1のように

µ∗(A) = inf

{ ∞∑

n=1

µ0(En) | A ⊂
∞⋃

n=1

En, En ∈ A
}

とおくと µ∗ は外測度となる．この外測度により定義される可測集合全体をMと
すると定理 2.2よりM は σ-加法族となり, µ(A) = µ∗(A) (A ∈ M) とおくと定
理 2.3より µ はM 上の測度となり，命題 2.4より (X,M, µ) は完備測度空間と
なる．

Step 2：σ[A] ⊂ M

• A ⊂ M を示す．A ∈ M とする．任意の E ⊂ X に対して E ⊂
∞⋃
n=1

En (En ∈ A)

とすると

A ∩ E =
∞⋃

n=1

(A ∩ En) Ac ∩ E =
∞⋃

n=1

(Ac ∩ En)

である．
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• A ∩En, Ac ∩En ∈ A で En = (A ∩En) ∪ (Ac ∩En) であるから µ0 の有限加法性
と µ∗ の定義により

∞∑

n=1

µ0(En) ≥
∞∑

n=1

µ0(A ∩ En) +
∞∑

n=1

µ0(A
c ∩ En)

≥ µ∗(A ∩ E) + µ∗(Ac ∩ E)

E ⊂
∞⋃
n=1

En (En ∈ A) なる {En} に関する下限をとると

µ∗(E) ≥ µ∗(A ∩ E) + µ∗(Ac ∩ E)

を得る．つまり A ∈ M である．以上より A ⊂ M を得る．M は A を含む σ−
加法族であるから σ[A] ⊂ M となる．

Step 3：µ(A) = µ0(A)(A ∈ A)

• 次に µ0(A) = µ∗(A) (A ∈ A) を示す．µ∗ の定義から µ∗(A) ≤ µ0(A) は明らかで
ある．

• A ⊂
∞⋃
n=1

En なる En ∈ A を任意にとる．Ei ∩ Ej = ∅ (i &= j) としてよい．

• A =
∞⋃
n=1

(A ∩ En) で A ∩ En ∈ A より µ0 の完全加法性と µ∗ の定義より

µ0(A) =
∞∑

n=1

µ0(A ∩ En) ≤
∞∑

n=1

µ0(En)

が成り立つ． A ⊂
∞⋃
n=1

En (En ∈ A) なる {En} に関する下限をとると µ0(A) ≤

µ∗(A) を得る．

• 以上で A ∈ M に対して µ(A) := µ∗(A) とすれば µ0 は σ[A] 上に拡張されたこ
とになる．

Step 4：拡張の一意性λ は µ0(A) = λ(A) (A ∈ A) を満たす σ[A] 上の測度とする．

Step 4-1：λ(A) ≤ µ(A)

• A ⊂
∞⋃
n=1

En (En ∈ A) とすると

λ(A) ≤
∞∑

n=1

λ(En) =
∞∑

n=1

µ(En) =
∞∑

n=1

µ0(En)

であるから {En} に関する下限をとれば λ(A) ≤ µ∗(A) = µ(A) となる．
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Step 4-2：µ(A) ≤ λ(A)

• X は σ-有限であるから，X =
∞⋃
n=1

Xn (Xn ∈ A)，µ0(Xn)(= µ(Xn) = λ(Xn)) < ∞

なる {Xn} をとる．{Xn} は単調増加としてよい．

• A ∈ σ[A] とすると λ(B) ≤ µ(B) (B ∈ σ[A]) であるから

µ(Xn ∩ A) + µ(Xn ∩ Ac) = µ(Xn) = λ(Xn) = λ(Xn ∩ A) + λ(Xn ∩ Ac)

≤ λ(Xn ∩ A) + µ(Xn ∩ Ac)

である．

• µ(Xn ∩ A), µ(Xn ∩ Ac) < ∞ であるから

µ(Xn ∩ A) ≤ λ(Xn ∩ A)

を得る．A =
∞⋃
n=1

(Xn ∩ A) で {Xn ∩ A} は単調増加であるから上の式で n → ∞

とすれば

µ(A) ≤ λ(A)

を得る．

よって拡張は一意である．

2.4 Lebesgue測度の構成
• Lebesgue測度を構成する．

• R の区間塊全体 I は有限加法族であった．A 上で完全加法的な集合関数 m を定
義しよう．

• まず，半開区間 [a, b) に対して m([a, b)) = b− a と定義する．簡単な計算から

– [c, d) ⊂ [a, b) ⇒ m([c, d)) ≤ m([a, b))

– [a, b) ⊂
n⋃

k=1
[ak, bk) ならば (b− a) ≤

n∑
k=1

(bk − ak)

を得る．
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命題 2.5! "
Ik = [ak, bk) を R の共通部分のない半開区間の列とし，

∞⋃
k=1

Ik は再び半開区間であ
るとする． このとき

m

( ∞⋃

k=1

Ik

)
=

∞∑

k=1

m(Ik)

が成り立つ．# $
証明

• [a0, b0) =
∞⋃
k=1

Ik とおく．任意の n に対して

n∑

k=1

m(Ik) =
n∑

k=1

(bk − ak) ≤ b0 − a0 = m([a0, b0))

であるので n → ∞ とすれば
n∑

k=1
m(Ik) ≤ m([a0, b0))

• 逆の不等式を示す．まず −∞ < a0 < b0 < ∞の場合を示す．このとき Ik ⊂ [a0, b0)
より−∞ < ak ≤ bk < ∞ であることに注意． 0 < ε < b0 − a0 となる ε > 0 をと
れば

[a0, b0 − ε] ⊂
∞⋃

k=1

(ak − ε2−k, bk)

を得る．

• [a0, b0 − ε] はコンパクト集合なので，ある k0 があって

[a0, b0 − ε) ⊂ [a0, b0 − ε] ⊂
k0⋃

k=1

(ak − ε2−k, bk)

が成り立つ．

• これより

m([a0, b0))− ε = (b0 − ε)− a0 ≤
k0∑

k=1

(bk − ak + ε2−k) ≤
∞∑

k=1

m(Ik) + ε

ε > 0 は任意なので m([a0, b0)) ≤
∞∑
k=1

m(Ik) を得る．
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• a0 = −∞ あるいは b0 = ∞ の場合を示す．a0 = −∞. b0 = ∞ のときは α0, β0 を
α0 < β0 なる実数とすると

[α0, β0) = [a0, b0) ∩ [α0, β0) =
∞⋃

k=1

Ik ∩ [α0, β0)

であり，Ik ∩ [α0, β0) は半開区間であるから前の議論より

β0 − α0 ≤
∞∑

k=1

m(Ik ∩ [α0, β0)) ≤
∞∑

k=1

m(Ik)

である．β0 → ∞, α0 → −∞ とすればよい．!

• 以上の準備のもとに区間塊 I ∈ I に対して m(I) を定義しよう．共通部分のない
半開区間の和として I =

n⋃
k=1

[ak, bk) と表される．このとき

m(I) =
n∑

k=1

m(Ik) =
n∑

k=1

(bk − ak)

で定義する．

• この定義が区間塊の表し方に依らないことを示そう．このとき I =
n⋃

k=1
[ak, bk) =

l⋃
j=1

[cj, dj) とする．

I =
l⋃

j=1

n⋃

k=1

[ak, bk) ∩ [cj, dj)

となる．[ak, bk) ∩ [cj, dj) も半開区間であり Ik,j とすると [ak, bk) =
l⋃

j=1
Ik,j であ

る．命題 2.5よりm([ak, bk)) =
m∑
j=1

(Ik,j) である．同様に [cj, dj) =
n⋃

k=1
Ik,j であり

m([cj, dj)) =
n∑

k=1
m(Ik,j) である．したがって

n∑

k=1

m([ak, bk)) =
n∑

k=1

l∑

j=1

m(Ik,j) =
l∑

j=1

n∑

k=1

m(Ik,j) =
l∑

j=1

m([cj, dj))

を得る．
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命題 2.6! "
m は区間塊のなす有限加法族 I 上で完全加法的である．# $
証明

• An ∈ I (n = 1, 2, · · · ) が Ai ∩ Aj = ∅ (i &= j) とし，A :=
∞⋃
n=1

An ∈ I とすると

A =
k⋃

i=1
Ii なる共通部分のない半開区間 Ii (i = 1, · · · , k) と表される．m の定義

より

m(A) =
k∑

i=1

m(Ik),

• An ∈ I より，各 n に対して An =
kn⋃
j=1

I(n)j なる共通部分のない半開区間 I(n)j

(j = 1, · · · , kn) が存在する．

• A =
∞⋃
n=1

kn⋃
k=1

I(n)j であり Ii = A ∩ Ii =
∞⋃
n=1

kn⋃
k=1

(I(n)j ∩ Ii) である．また，An ⊂ A よ

り An =
k⋃

i=1

kn⋃
j=1

(I(n)j ∩ Ii)

• Ii は可算個の共通部分のない半開区間 I(n)j ∩ Ii の和集合で表されているので命題
2.5より

m(Ii) =
∞∑

n=1

kn∑

j=1

m(I(n)j ∩ Ii)

を得る．また m の定義より m(An) =
k∑

i=1

kn∑
j=1

(I(n)j ∩ Ii) が成り立つ．

• 　以上より

m(A) =
k∑

i=1

m(Ii) =
k∑

i=1

∞∑

n=1

kn∑

j=1

m(I(n)j ∩ Ii)

=
∞∑

n=1

k∑

i=1

kn∑

j=1

m(I(n)j ∩ Ii) =
∞∑

n=1

m(An)

を得る．!
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• R は明らかに σ-有限であるので，Hopfの拡張定理を用いると m は σ[I] = B(R)
へ一意に拡張される．一般に mを用いて定義される外測度 m∗ (1次元Lebesgue
外測度)による可測集合をLebesgue可測集合といい，その全体をM1 とすると
B(R) ! M1 であることが知られている．m は 1次元Lebesgue測度といわれる．

• 詳細は省くが N 次元 Lebesgue測度も同様の手続きで定義される．RN における
半開区間

I = [a1.b1)× · · ·× [aN , bN)

に対して

mN(I) = (b1 − a1)× · · ·× (bN − aN)

と定義する．次に A が RN の区間塊全体 IN の要素であるとき A =
n⋃

i=1
Ii と半

開区間共通部分のない和集合で表されたとき

mN(A) =
n∑

i=1

I(Ii)

と定義する．Aが IN 上で完全加法的であることを示せばよい．mN を用いて定義
される外測度 m∗

N (N 次元 Lebesgue外測度)に関して可測な集合を Lebesgue
可測集合という．その全体 MN は MN ! B(RN) であることが知られている．
MN 上で定義される mN を N 次元Lebesgue測度という．

2.5 Lebesgue測度の性質
定理 2.7(Lebesgue測度の平行移動不変性)! "
A ∈ MN とすると，任意の x ∈ RN に対して

A+ x =: {y + x | y ∈ A}

とすると A+ x ∈ MN であり mN(A+ x) = mN(A) である．# $
証明

• Lebesgue外測度について m∗
N(A+ x) = mN(A) (E ⊂ RN) を示せばよい．

• Lebesgue外測度 m∗
N の定義は

m∗
N(A) = inf

{ ∞∑

n=1

mN(An) | A ⊂
∞⋃

n=1

An An ∈ IN(n = 1, 2, · · · )
}

である．

27



• A ⊂
∞⋃
n=1

An ⇔ A+x ⊂
∞⋃
n=1

(An+x)であり，An+xも区間塊であり，mN(An+x) =

mN(An) である．

• よって

m∗
N(A+ x) = inf

{ ∞∑

n=1

mN(An + x) | A+ x ⊂
∞⋃

n=1

An + x,An ∈ IN(n = 1, 2, · · · )
}

= inf

{ ∞∑

n=1

mN(An) | A ⊂
∞⋃

n=1

An, An ∈ IN(n = 1, 2, · · · )
}

= m∗
N(A)

である．

• 次に可測性について示す．A ∈ MN とする．任意に E ⊂ RN に対して E + (−x)
を考えると

m∗
N(E + (−x)) = m∗

N((E + (−x)) ∩ A) +m∗
N((E + (−x)) ∩ Ac)

である．x だけ平行移動させることにより

m∗
N(E) = m∗

N(E ∩ (A+ x)) +m(E ∩ Ac)

を得る．したがって A+ x ∈ MN であり mN(A+ x) = mN(A) が成り立つ．!

定理 2.8(Lebesgue測度の正則性)! "
A ∈ MN とすると

mN(A) = inf{mN(O) | A ⊂ O O :開集合 } (2.7)

= sup{mN(K) | K ⊂ A K :コンパクト集合 } (2.8)

が成り立つ．# $
証明 (2.7)の証明

• µ(A) = ∞ ならば明らかなので µ(A) < ∞ とする．

• A ⊂ O なる任意の開集合 O に対し，外測度の単調性から µ(A) = µ∗(A) ≤
µ∗(O) = µ(O) であるので

mN(A) ≤ inf{mN(O) | A ⊂ O O :開集合 }

を得る．
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• 逆の不等式を示すために任意の ε > 0 をとると，A ⊂
⋃∞

n=1 An (An ∈ IN) が
あって

∞∑

n=1

mN(An) ≤ m(A) +
ε

2

が成り立つ．

• 各 An は有限個の半開区間 I(n)1 , · · · I(n)kn
の和集合でかけるので，それぞれの半開

区間を少し広げた開区間 Ĩ(n)j (j = 1, · · · , kn) をとることにより

mN

(
kn⋃

j=1

Ĩ(n)j

)
≤ mN(An) +

ε

2n+1

とすることができる．

• O =
∞⋃
n=1

kn⋃
j=1

Ĩ(n)j は A を含む 1つの開集合であり

mN(O) = m∗
N(O) ≤

∞∑

n=1

mN

(
kn⋃

j=1

I(n)j

)
≤

∞∑

n=1

mN(An) +
ε

2

≤ mN(A) + ε

を得る．したがって

inf{mN(O) | A ⊂ O O :開集合 } ≤ mN(A)

である．

(2.8)の証明
• K ⊂ A なる任意のコンパクト集合 K に対し，外測度の単調性から µ(K) =
µ∗(K) ≤ µ∗(A) = µ(A) であるので

sup{mN(K) | K ⊂ A K :コンパクト集合 } ≤ mN(A)

を得る．

• 逆向きの不等式を示そう．Bn = {x ∈ RN | |x| ≤ n} とする．Bn∩Ac はLebesgue
可測集合であるから

mN(Bn ∩ Ac) = inf{mN(O) | Bn ∩ Ac ⊂ O, O :開集合 }

である．
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• Bn ∩ Ac を含む任意の開集合 O に対して K = Bn ∩ Oc とおくと K はコンパク
トであり，K ⊂ Bn ∩ (Bc

n ∪ A) = Bn ∩ A である．よって

mN(Bn) = mN(K) +mN(Bn ∩Kc) = mN(K) +mN(O ∩ Bn)

mN(Bn)−mN(K) = mN(O ∩Bn) ≤ mN(O)

が成り立つ．よって

mN(O) ≥ mN(Bn)−mN(K)

≥ mN(Bn)− sup{mN(K) | K ⊂ A K :コンパクト集合 }

である．したがって

mN(Bn ∩ Ac) ≥ mN(Bn)− sup{mN(K) | K ⊂ A ∩Bn K :コンパクト集合 }

を得る．

• よって

mN(Bn ∩ A) = mN(Bn)−mN(Bn ∩ Ac)

≤ sup{mN(K) | K ⊂ A ∩Bn, K :コンパクト集合 }
≤ sup{mN(K) | K ⊂ A,K :コンパクト集合 }

となる．あとは n → ∞ とすればよい．!
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3 可測関数
3.1 可測関数の定義と性質

• 本節では Lebesgue積分の対象となる可測関数の定義と性質について述べる．

定義! "
(X, E), (Y,F) をそれぞれ可測空間とする．f : X → Y が E-可測あるいは単に可
測であるとは，任意の A ∈ F に対して f−1(A) ∈ E が成り立つことである．# $
命題 3.1! "
(X, E), (Y,F)をそれぞれ可測空間，A ⊂ F は σ[A] = F を満たすとする．f : X →
Y が E-可測であるための必要十分条件は任意の A ∈ A に対し f−1(A) ∈ E が成り
立つことである．# $
証明

• f が E-可測であるならば任意の A ∈ A に対して f−1(A) ∈ E が成り立つことは
明らか．

• 逆に任意の A ∈ A に対し f−1(A) ∈ E が成り立つとする．このとき

G = {A ∈ F | f−1(A) ∈ E}

とおくと A ⊂ G ⊂ F である．さらに G は σ-加法族であることが示される．し
たがって σ[A] = F より G = F である．!

問 3.1 上の G は σ-加法族であることを示せ．

• X, Y を距離空間とし，2つの可測空間 (X,B(X)), (Y,B(Y )) を考える．X, Y の
開集合全体をそれぞれ OX , OY とすると σ[OY ] = B(Y ) である．f : X → Y が
連続写像であることの必要十分条件は，任意の O ∈ OY に対して f−1(O) ∈ OX

であることから次のことが示される．

命題 3.2! "
X, Y を距離空間とし，f : X → Y を連続写像とする．このとき f は B(X)-可測
である．# $
• Y = Rとする．a ∈ Rに対して [a,∞) =

∞⋃
n=1

(
a− 1

n
,∞
)
, [a, b) = [a,∞)∩ [b,∞)c

であることに注意すると A = {(a,∞) | a ∈ R} とすると σ[A] = B[R] であるこ
とがわかる．したがって命題 3.1より次のことがわかる．
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命題 3.4! "
(X, E), (R,B(R)) をそれぞれ可測空間とし f : X → R が E-可測であるための必要
十分条件は任意の a ∈ R に対し

f−1((a,∞)) = {x ∈ X | f(x) > a} ∈ E

が成り立つことである．# $
問 3.2 f : X → R が E-可測ならば任意の a ∈ R に対し {x ∈ X | f(x) ≥ a},
{x ∈ X | f(x) < a} ∈ E を証明せよ．
命題 3.5! "
(X, E), (R,B(R)) をそれぞれ可測空間とし f, g : X → R が共に E-可測であるな
らば

(1) c ∈ Rに対して (f + c)(x) := f(x)+ cで定義される関数 f + cも E-可測である．

(2) c ∈ R に対して (cf)(x) := cf(x) で定義される関数 cf も E-可測である．

(3) 任意の a ∈ R に対して {x ∈ X | f(x) > g(x)} ∈ E である．

(4) (f + g)(x) := f(x) + g(x) で定義される関数 f + g も E-可測である．

(5) f 2(x) := f(x)2 で定義される関数 f 2 も E-可測である．

(6) (fg)(x) := f(x)g(x) で定義される関数 fg も E-可測である．# $
証明 命題 3.4を用いる
(1) a ∈ R を任意にとると {x ∈ X | f(x) + c > a} = {x ∈ X | f(x) > a − c} ∈ E で
ある．

(2) c = 0 ならば cf は連続関数であるので明らか．c > 0 とする．a ∈ R をとると
{x ∈ X | (cf)(x) > a} = {x ∈ X | f(x) > a/c} ∈ E である．c < 0 のとき

{x ∈ X | (cf)(x) > a} = {x ∈ X | f(x) < a/c}
= f−1((−∞, a/c))

= f−1

( ∞⋃

n=1

(−∞, (a/c)− (1/n)

)

=
∞⋃

n=1

f−1((−∞, (a/c)− (1/n))) ∈ E

(3) f(x) > g(x) ⇔ ある有理数 r があって f(x) > r かつ r > g(x) であるから

{x ∈ X | f(x) > g(x)} =
⋃

r∈Q

({x ∈ X | f(x) > r} ∩ {x ∈ X | g(x) < r}) ∈ E
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である．ここで Q は可算集合であることを用いた．

(4) 任意に a ∈ R をとると，(1), (2), (3)より {x ∈ X | f(x) + g(x) > a} = {x ∈ X |
f(x) > −g(x) + a} ∈ E である．

(5) 任意に a ∈ R をとると，a < 0 のときは {x ∈ X | f(x)2 > a} = X ∈ E である．
a ≥ 0 のときは

{x ∈ X | f(x)2 > a} = {x ∈ X | f(x) >
√
a} ∪ {x ∈ X | f(x) < −

√
a} ∈ E

である．

(6) fg は

(fg)(x) =
1

4
{(f + g)2(x)− (f − g)2(x)}

と表されるので (1), (2), (3), (4), (5)より fg は E-可測である．!

• Lebesgue積分では +∞ や −∞ をとる関数も考えると都合がいい．(X,F) を可
測空間，R = R ∪ {±∞} を拡張された実数の集合とする．

定義! "
(X, E) を可測空間とする．f : X → R が E-可測であるとは，次の (i), (ii)が成り立
つことである：

(i) f−1({∞}), f−1({−∞}) ∈ E

(ii) 任意の A ∈ B(R) に対して f−1(A) ∈ E が成り立つ．# $
• 以後，誤解のないとき {x ∈ X | f(x) > a} などを {f > a} などと略記する．

命題 3.6! "
(X, E) を可測空間とする．f : X → R が E-可測であることと，次の (i)–(iv)が成り
立つことは同値である：

(i) 任意の a ∈ R に対し，{f ≤ a} ∈ E

(ii) 任意の a ∈ R に対し，{f < a} ∈ E

(iii) 任意の a ∈ R に対し，{f ≥ a} ∈ E

(iv) 任意の a ∈ R に対し，{f > a} ∈ E# $
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証明 可測 ⇒ (i)

• {f ≤ a} = {−∞ < f ≤ a} ∪ {f = −∞} であり，(−∞, a] ∈ B(R) であるから
{−∞ < f ≤ a} ∈ E である．また，仮定から {f = −∞} ∈ E より {f ≤ a} ∈ E
である．

(i) ⇒ (ii)

• {f < a} =
∞⋃
n=1

{
f ≤ a− 1

n

}
∈ E より ok

(ii) ⇒ (iii)

• {f ≥ a} = {f < a}c ∈ E より ok

(iii) ⇒ (iv)

• {f > a} =
∞⋃
n=1

{
f ≥ a+

1

n

}
∈ E より ok

(iv) ⇒ 可測

• {f = ∞} =
∞⋂
n=1

{f > n} ∈ E である．

• {f = −∞} =
∞⋂
n=1

{f ≤ −n} =
∞⋂
n=1

{f > −n}c ∈ E である．

• 以上より，f−1((a,∞)) = {a < f < ∞} = {f > a} \ {f = ∞} ∈ E である．

• これより

G = {A ∈ B(R) | f−1(A) ∈ E}

は A = {(a,∞) | a ∈ R} を含む σ-加法族であるので G = B(R) である．したがっ
て f は可測である．

!
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命題 3.7! "
(X, E) を可測空間とする．各 n = 1, 2, · · · に対して fn : X → R は E-可測である
とする．このとき

(sup
n∈N

fn)(x) = sup{fn(x) | n ∈ N},

( inf
n∈N

fn)(x) = inf{fn(x) | n ∈ N},

(lim sup
n→∞

fn)(x) = lim sup
n→∞

fn(x) = inf
n∈N

sup
k≥n

fk(x),

(lim inf
n→∞

fn)(x) = lim inf
n→∞

fn(x) = sup
n∈N

inf
k≥n

fk(x)

で定義される

sup
n∈N

fn, inf
n∈N

fn, lim sup
n→∞

fn, lim inf
n→∞

fn

も E-可測である．特に各 x ∈ X に対して lim
n→∞

fn(x) が存在すれば ( lim
n→∞

fn)(x) =

lim
n→∞

fn(x) で定義される lim
n→∞

fn も E-可測である．
# $
証明

• (sup
n∈N

fn)(x) ≤ a ⇔ fn(x) ≤ a (n = 1, 2, · · · ) より，任意の a ∈ R に対して

{(sup
n∈N

fn)(x) ≤ a} =
∞⋂

n=1

{fn ≤ a} ∈ E

である．よって命題 3.7の (i)より sup
n∈N

fn は E-可測である．

• ( inf
n∈N

fn)(x) ≥ a ⇔ fn(x) ≥ a (n = 1, 2, · · · ) より，任意の a ∈ R に対して

{( inf
n∈N

fn)(x) ≥ a} =
∞⋂

n=1

{fn ≥ a} ∈ E

である．よって命題 3.7の (iii)より inf
n∈N

fn は E-可測である．

• lim sup
n→∞

fn, lim inf
n→∞

fn については sup に関する結果と inf に関する結果を用いれば
よい．!

問 3.3 f, g : X → R は E-可測とするとき {x ∈ X | f(x) = g(x)} ∈ E であることを
示せ．

• 以上のことと，から次のことがすぐわかる．
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系 3.8! "
(X, E) を可測空間とする．各 n = 1, 2, · · · に対して fn : X → R は E-可測である
とする．このとき

{x ∈ X | lim
n→∞

fn(x) が存在 } ∈ E

が成り立つ．# $
3.2 単関数

• 以後，関数の定義域として可測空間 (X, E) を固定する．

定義! "
E-可測関数 f : X → R はその値域が有限集合であるとき，(E-)可測単関数あるい
は単に単関数であるという．X 上の可測単関数全体を S(X) で表す．# $
注意

• f が単関数であるとき，a1, · · · , an ∈ Rと共通部分のない E-可測集合 A1, · · · , An

が存在して

X =
n⋃

i=1

Ai, f(x) =
n∑

i=1

aiχAi(x)

が成り立つ．ここで {a1, · · · , an}, {A1, · · · , An} の選び方は一意的ではない．
• f , g が共に E-可測であるとき

f(x) =
n∑

i=1

aiχAi(x), g(x) =
m∑

j=1

bjχBj(x)

と表されるとき Ai =
m⋃
j=1

(Ai ∩ Bj), Bj =
n⋃

i=1
(Ai ∩Bj) であるから

f(x) =
n∑

i=1

m∑

j=1

aiχAi∩Bj(x), g(x) =
n∑

i=1

m∑

j=1

biχAi∩Bj(x),

と表される．したがって f と g に現れる可測集合は同じものにとれる．
定理 3.9! "
f : X → R を f(x) ≥ 0 (x ∈ X) を満たす E-可測関数とする．このとき ϕ1(x) ≤
ϕ2(x) ≤ · · · ≤ ϕn(x) ≤ ϕn+1(x) ≤ · · · ≤ f(x) (x ∈ X) を満たす E-可測単関数の列
{ϕn} が存在して lim

n→∞
ϕn(x) = f(x) (x ∈ X) が成り立つ．

# $
証明
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• 各 n ∈ N に対して

E(n)
i =

{
x ∈ X | i− 1

2n
≤ f(x) <

i

2n

}
(i = 1, 2, · · · , n2n),

F (n) = {x ∈ X | f(x) ≥ n}

とすると f(x) ≥ 0 であることから X = F (n) ∪
n2n⋃
i=1

E(n)
i と互いに交わらない和集

合として表される．

• f は E-可測であるから E(n)
i ∈ F , F (n) ∈ E が成り立つ．

• ϕn(x) を次のように定義する：

ϕn(x) =
n2n∑

i=1

i− 1

2n
χ
E

(n)
i
(x) + nχF (n)(x)

この ϕn は明らかに X 上の単関数である．これが定理の条件を満たすことを示
そう．

ϕn(x) ≤ f(x) であること

• x ∈ X とする．x ∈ E(n)
i であるとき ϕn(x) =

i− 1

2n
≤ f(x)である．また x ∈ F (n)

のとき ϕn(x) = n ≤ f(x) である．

ϕn(x) ≤ ϕn+1(x) であること：

• x ∈ X とする．x ∈ E(n)
i ならば

[
i− 1

2n
,
i

2n

)
=

[
2(i− 1)

2n+1
,
2i− 1

2n+1

)
∪
[
2i− 1

2n+1
,

2i

2n+1

)

であるから ϕn(x) =
i− 1

2n
であるが，ϕn+1(x) =

2(i− 1)

2n+1
または 2i− 1

2n+1
であるの

で ϕn(x) ≤ ϕn+1(x) である．次に x ∈ F (n) とする．このとき ϕn(x) = n である．
もし x ∈ F (n+1) ならば明らかに ϕn(x) ≤ ϕn+1(x) である．

• x /∈ F (n+1) のときは f(x) ≥ n であるから x ∈
(n+1)2n+1⋃

i=n2n+1+1

E(n+1)
i であるので

ϕn+1(x) ≥ n = ϕn(x) である．

lim
n→∞

ϕn(x) = f(x) であること：
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• まず f(x) < ∞ とする．このとき，ある n0 ∈ N があって f(x) < n (n ≥ n0) が
成り立つ．各 n ≥ n0 に対して x ∈ E(n)

in となる in ∈ {1, 2, · · · , n2n} がただ 1つ
定まる．このとき in − 1

2n
≤ f(x) <

in
2n
であり ϕn(x) =

in − 1

2n
であるから

0 ≤ f(x)− ϕn(x) ≤
1

2n

が成り立つ．したがって f(x) < ∞ なる x ∈ X に対しては lim
n→∞

ϕn(x) = f(x) が
成り立つ．

• 次に f(x) = ∞ とする．このとき任意の n ∈ N に対して f(x) > n であるの
で x ∈ F (n) (n ∈ N)である．このような x に対して ϕn(x) = n であるから
f(x) ≥ ϕn(x) = n よって lim

n→∞
ϕn(x) = f(x) である．以上で定理が示された．!

定義! "
(X, E , µ) を測度空間，P (x) を X の点 x に関する命題とする．ある µ(N) = 0 なる
N ∈ E があって命題 P (x) が x ∈ X \ N に対して成り立つとき，命題 P (x) はほ
とんどすべての x に対して成り立つあるいはほとんど至るところ成り立つといい，
P (x) a.e.，P (x) a.e. x ∈ X などと表す．# $
例
(1) f, g : X → R を E-可測関数とする．µ(N) = 0 なる N ∈ E が存在して

f(x) = g(x) x ∈ X \N

が成り立つとき，
f(x) = g(x) a.e. x ∈ X

と表す．

(2) fn : X → R (n = 1, 2, · · · ) を E-可測関数とし，ある関数 f : X → R と µ(N) = 0
なる N ∈ E が存在して

lim
n→∞

fn(x) = f(x) x ∈ X \N

が成り立つとき，
lim
n→∞

fn(x) = f(x) a.e. x ∈ X

と表す．このとき必ずしも f は E-可測とは限らないことに注意する．

問 3.4 2つの E-可測関数 f , g に対して

f ∼ g ⇔ f(x) = g(x) a.e. x ∈ X

と定義するとき，∼ は X 上 R に値をとる E-可測関数全体における同値関係となるこ
とを示せ．
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