
4 可測関数の積分
4.1 非負値単関数の積分

• 可測関数の積分を定義するにあたり，まず単関数の積分を定義しよう．

S+(X) = {f : X → [0,∞] | f ∈ S(X)}

とおく．

定義! "
(X, E , µ) を測度空間とする．f ∈ S+(X) が相異なる a1, · · · , an ∈ [0,∞] と共通部
分のない A1, · · · , An ∈ E に対して

f(x) =
n∑

i=1

aiχAi(x)

と表されるとき
∫

X

f(x)dµ(x) =
n∑

i=1

aiµ(Ai)

と定義する．ただし 0 ·∞ = 0 と定める．このとき
∫

X

f(x)dµ(x)

を f の X 上の測度 µ に関する積分という．# $
注 f が

f(x) =
n∑

i=1

aiχAi(x) =
m∑

j=1

bjχBj(x)

と表されるとき Ai =
m⋃
j=1

(Ai ∩ Bj), Bj =
n⋃

i=1
(Ai ∩Bj)

Ai ∩Bj %= ∅ ⇒ ai = bj
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であるから
n∑

i=1

aiµ(Ai) =
n∑

i=1

m∑

j=1

aiµ(Ai ∩Bj)

=
m∑

j=1

n∑

i=1

bjµ(Ai ∩ Bj)

=
m∑

j=1

bjµ(Bj)

となるので f の表現方法によらず
∫

X

f(x)dµ(x) が定まる．また

∫

X

f(x)dµ(x) =

∫

X

fdµ

とも表す．

• 以後，測度空間 (X, E , µ) を固定する．

命題 4.1! "
f, g ∈ S+(X), α, β ∈ [0,∞] のとき

∫

X

(αf + βg)dµ = α

∫

X

fdµ+ β

∫

X

gdµ

が成り立つ．# $
証明

• 前節の注により f , g は共通の共通部分のなく
n⋃

i=1
Ai = X なる A1, · · · , An ∈ E

を用いて

f(x) =
n∑

i=1

aiχAi(x), g(x) =
n∑

i=1

biχAi(x)

と表される．

• このとき

(αf + βg)(x) =
n∑

i=1

(αai + βbi)χAi(x)
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であるから
∫

X

(αf + βg)dµ =
n∑

i=1

(αai + βbi)µ(Ai) = α
n∑

i=1

aiµ(Ai) + β
n∑

i=1

biµ(Ai)

= α

∫

X

fdµ+ β

∫
gdµ

を得る．!

4.2 分布関数
定義! "
f : X → [0,∞] を E-可測関数とする．このとき任意の t ≥ 0 に対して {x ∈ X |
f(x) > t} ∈ E より

Mf (t) = µ({x ∈ X | f(x) > t})

とおく．Mf を f の分布関数という．# $
命題 4.2! "
f : X → [0,∞]を E-可測関数，Mf をその分布関数とする．このとき次が成り立つ．

(1) Mf は単調非増加関数である．

(2) µ(X) < ∞ ならば lim
t→∞

Mf (t) = µ({x ∈ X | f(x) = ∞})
# $
証明
(1) t1 < t2 ⇒ {x ∈ X | f(x) > t2} ⊂ {x ∈ X | f(x) > t1} であるので測度の単調性に
より

Mf (t2) = µ({x ∈ X | f(x) > t2}) ≤ µ({x ∈ X | f(x) > t1}) = Mf (t1)

を得る．

(2) 単調性より lim
t→∞

Mf (t) は存在する．En = {x ∈ X | f(x) > n} とすると {En} は単
調減少列で µ(E1) ≤ µ(X1) < ∞ である．さらに

µ({x ∈ X | f(x) = ∞}) =
∞⋂

n=1

En

であるので命題 1.5より
µ({x ∈ X | f(x) = ∞}) = lim

n→∞
µ(En) = lim

n→∞
Mf (n)

を得る．!
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命題 4.3! "
f : X → [0,∞]を E-可測関数，Mf をその分布関数とする．このとき次が成り立つ．

(1) 任意の t0 ≥ 0 に対して lim
t→t0+0

Mf (t) = Mf (t0)，つまり Mf は右連続である．

(2) µ(X) < ∞ ならば任意の t0 > 0 に対して

lim
t→t0−0

Mf (t) = µ({x ∈ X | f(x) ≥ t0})

が成り立つ．# $
証明　まず，Mf が単調非増加であるから，各 t0 ≥ 0 に対して Mf は t0 で右極限を
もち，各 t0 ≥ 0 に対して Mf は t0 で左極限をもつことに注意する．

(1) En =

{
x ∈ X | fn(x) > t0 +

1

n

}
とおくと {En} は単調増加列であり

{x ∈ X | f(x) > t0} =
∞⋃

n=1

En

が成り立つ．したがって命題 1.4と右極限が存在することより

Mf (t0) = µ({x ∈ X | f(x) > t0}) = lim
n→∞

µ(En) = lim
n→∞

Mf

(
t0 +

1

n

)
= lim

t→t0+0
Mf (t)

が成り立つ．

(2) Fn =

{
x ∈ X | f(x) > t0 −

1

n

}
とすると，{Fn} は単調減少列であり

{x ∈ X | f(x) ≥ t0} =
∞⋂

n=1

Fn

である．µ(F1) ≤ µ(X) < ∞ より命題 1.5と左極限が存在することから

lim
t→t0−0

Mf (t) = lim
n→∞

Mf

(
t0 −

1

n

)
= lim

n→∞
µ(Fn) = {x ∈ X | f(x) ≥ t0}

を得る．!

例 f ∈ S+(X) が

f(x) =
n∑

i=1

aiχAi(x),

0 = a0 < a1 < a2 < · · · < an−1 < an = a ≤ ∞
(4.1)
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と表されているとする．このとき Mf (t) は以下のようになる

µ(A1) + µ(A2) + · · ·+ µ(An) = Mf (0) (0 ≤ t < a1),

µ(A2) + µ(A3) + · · ·+ µ(An) = Mf (a1) (a1 ≤ t < a2)
...

µ(Ai) + µ(Ai+1) + · · ·+ µ(An) = Mf (ai−1) (ai−1 ≤ t < ai)
...

µ(An) = Mf (an−1) (an−1 ≤ t < an = a)

0 = Mf (a) (t ≥ a)

つまり，

Mf (t) =
n∑

i=1

Mf (ai−1)χ[ai−1,ai)(t) (4.2)

と表され，Mf (t) も単関数となる．µ(Ai) = µ({f = ai}) = Mf (ai−1) −Mf (ai) である
ので Mf (an) = 0, a0 = 0 に注意すると

∫

X

fdµ =
n∑

i=1

aiµ(Ai) =
n∑

i=1

ai(Mf (ai−1)−Mf (ai))

=
n∑

i=1

aiMf (ai−1)−
n∑

i=1

aiMf (ai)

=
n∑

i=1

aiMf (ai−1)−
n∑

i=1

ai−1Mf (ai−1)

=
n∑

i=1

Mf (ai−1)(ai − ai−1)

=

∫

[0,∞)

Mf (t)dm

である．m は R 上の Lebesgue測度である．

4.3 Archimedes積分
• 先の例で見たように，非負値単関数 f の積分は分布関数 Mf が単関数であること
を通して Mf の [0,∞) 上の積分と一致することをみた．より一般に非負値可測
関数の積分もその分布関数の積分として定義したい．そこで Archimedes積分を
導入する．

• Σ を n ∈ N ∪ {0}, 0 = t0 < t1 < t2 < · · · < tN < ∞ なる点の組 {t0, t1, · · · , tN}
の集合とする．
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• F : [0,∞) → [0,∞] を単調非増加関数とする．このとき σ = {t0, t1, · · · , tN} ∈ Σ
に対し

IF (σ) =
n∑

i=1

F (ti − 0)(ti − ti−1)

と定める．

定義! "
F : [0,∞) → [0,∞]を単調非増加関数とするとき，F のArchimedes積分

∫ ∞

0

F (t)dt

を
∫ ∞

0

F (t)dt = sup{IF (σ) | σ ∈ Σ}

で定義する．# $
問 4.1

(1) F, g : [0,∞) → [0,∞] が単調非増加で F (t) ≤ G(t) を満たすならば
∫ ∞

0

F (t)dt ≤
∫ ∞

0

G(t)dt

が成り立つことを示せ．

(2) σ, σ′ ∈ Σ が σ ⊂ σ′ ならば IF (σ) ≤ IF (σ′) であることを示せ．（Hint:σ に 1点加え
る多ものを σ′ として考えれば十分である）．

(3) F (t) = 0 (t > 0) ならば
∫ ∞

0

F (t)dt = 0 が成り立つことを示せ．

命題 4.4! "
Fn : [0,∞) → [0,∞] (n = 1, 2, · · · ) を単調非増加関数で Fn(t) ≤ Fn+1(t) がすべて
の n ∈ N, t ∈ [0,∞) に対して満たすとする．F (t) = lim

n→∞
Fn(t) とするとき（F も

明らかに単調非増加で）

lim
n→∞

∫ ∞

0

Fn(t)dt =

∫ ∞

0

F (t)dt

が成り立つ．# $
証明
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• Fn(t) ≤ Fn+1(t) ≤ F (t) より

lim
n→∞

∫ ∞

0

Fn(t)dt ≤
∫ ∞

0

F (t)dt

が成り立つ．

• 逆向きの不等式を示す．L ∈ R を L <

∫ ∞

0

F (t)dt なる任意の数とすると sup の
定義から t0 < t1 < · · · < tN < ∞ なる σ = {t0, t1, · · · , tN} ∈ Σ が存在して

L <
N∑

i=1

F (ti − 0)(ti − ti−1)

が成り立つ．

• 0 < ε < min{ti − ti−1 | i = 1, · · · , N} に対して
tε0 = 0, tεi = ti − ε (i = 1, · · · , N)

とおき，σε = {tε0, tε1, · · · , tεN} ∈ Σ とおく．

• このとき ε→ +0 とすると F (tεi ) → F (ti − 0) より，ε を十分小さくとると

L <
n∑

i=1

F (tεi )(t
ε
i − tεi−1)

が成り立つ．

• 各 i = 1, · · · , N に対して Fn(tεi ) → F (tεi ) (n → ∞) より
n∑

i=1

Fn(t
ε
i )(t

ε
i − tεi−1) →

n∑

i=1

F (tεi )(t
ε
i − tεi−1) (n → ∞)

である．したがって，ある nL ∈ N が存在して n ≥ nL ならば

L <
n∑

i=1

Fn(t
ε
i )(t

ε
i − tεi−1) ≤

n∑

i=1

Fn(t
ε
i − 0)(tεi − tεi−1) ≤

∫ ∞

0

Fn(t)dt

である．ここで Fn が非増加であることから Fn(tεi ) ≤ Fn(tεi − 0) であることを用
いた．以上より

L < lim
n→∞

∫ ∞

0

Fn(t)dt

が成り立つ．L は L <

∫ ∞

0

F (t)dt なる任意の数なので L ↑
∫ ∞

0

F (t)dt として
∫ ∞

0

F (t)dt ≤ lim
n→∞

∫ ∞

0

Fn(t)dt

となり結論を得る．!
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問 4.2 F : [0,∞) → [0,∞] が単調非増加関数とするとき，任意の a > 0 に対して
∫ ∞

0

F (t)dt ≥ aF (a)

が成り立つことを証明せよ (Hint: σ = {0, a} ∈ Σ を考えよ)．

• 次の小節で一般の非負値可測関数の積分をその分布関数の Archimedes積分で定
義する．しかし，単関数の場合にはすでに与えられている定義と一致することを
確かめる必要がある．そのため，まず次のことを確かめよう．

命題 4.5! "
0 = a0 < a1 < · · · < an−1 < an = ∞, ∞ ≥ c1 > c2 > · · · > cn ≥ 0 なる数を用い
て F が

F |(ai−1,ai) = ci (i = 1, 2, · · · , n)

を満たすとする．このとき
∫ ∞

0

F (t)dt =
n∑

i=1

ci(ai − ai−1)

である．# $
証明

• cn = 0 の場合を示す．σ ∈ Σ を任意にとり σ′ = σ ∪ {a0, a1, · · · , an−1} とおく．
σ′ = {t0, t1, · · · , tm}, 0 = t0 < t1 < · · · < tm < ∞ と表す．

• 各 i = 1, · · · , n − 1 に対して ai = tki となる ki ∈ {0, 1, · · · ,m} が成り立つ．
さらに 0 = k0 < k1 < · · · < kn−1 ≤ m が成り立つ．ki−1 < j ≤ ki に対して
F (tj − 0) = ci である．

• したがって

IF (σ
′) =

m∑

j=1

F (tj − 0)(tj − tj−1)

=
n−1∑

i=1

ki∑

j=ki−1+1

F (tj − 0)(tj − tj−1)

=
n−1∑

i=1

ci

ki∑

j=ki−1+1

(tj − tj−1) =
n−1∑

i=1

ci(ai − ai−1) =
n∑

i=1

ci(ai − ai−1)
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• 上の IF (σ′) は σ に依存しなく問 4.1(2)より IF (σ′) ≥ IF (σ) であるから

I(σ) ≤
n∑

i=1

ci(ai − ai−1) ≤
∫ ∞

0

F (t)dt

したがって結論を得る．

• cn > 0 のときは k > an−1 なる任意の k をとると問 4.2より
∫ ∞

0

F (t)dt ≥ kF (k) = kcn

であるから
∫ ∞

0

F (t)dt = ∞ となる．さらに cn(an − an−1) = ∞ であるから同じ
く結論を得る．!

• f が単関数で (4.1)のときは Mf は (4.2)であるから
∫ ∞

0

Mf (t)dt =
n∑

i=1

Mf (ai−1)(ai − ai−1) =

∫

X

fdµ

を得る．

4.4 非負値可測関数の積分
定義! "

• (X, E , µ) を測度空間とし，f : X → [0,∞] を E-可測関数とする．このとき
∫

X

fdµ =

∫

X

f(x)dµ(x) :=

∫ ∞

0

µ({x ∈ X | f(x) > t})dt

と定義し，f の X 上の測度 µ に関する積分という．

•
∫

X

fdµ < ∞ であるとき f は可積分であるという．
# $
命題 4.6(Markovの不等式)! "
f : X → [0,∞] を E-可測関数とする．このとき任意の a > 0 に対して

µ({x ∈ X | f(x) > a}) ≤ 1

a

∫

X

fdµ

# $
証明 f の分布関数を Mf とすると，問 4.2より任意の a > 0 に対し

∫

X

fdµ =

∫ ∞

0

Mf (t)dt ≥ aMf (a) = aµ({x ∈ X | f(x) > a})
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を得る．!
命題 4.7! "
f : X → [0,∞] を E-可測関数とする．

(1) f が可積分ならば µ({x ∈ X | f(x) = ∞}) = 0 が成り立つ．

(2)

∫

X

fdµ = 0 ⇔ f = 0 a.e. x ∈ X

# $
証明
(1) f が可積分であるからMarkovの不等式より

lim
a→∞

µ({x ∈ X | f(x) > a}) = 0

である．En = {x ∈ X | f(x) > n} とおくと {En} は単調減少列で，ある n0 ∈ N
があって µ(En0) < ∞ である．さらに

∞⋂

n=n0

En = {x ∈ X | f(x) = ∞}

である．したがって命題 1.5より

µ({x ∈ X | f(x) = ∞}) = lim
n→∞

µ(En) = 0

(2) (⇐) f = 0 a.e のとき，任意の t > 0 に対し µ({x ∈ X|f(x) > t}) = 0 である．し
たがって問 4.1(3)より

∫

X

fdµ = 0 である．

(⇒) Markovの不等式により，任意の a > 0 に対して

µ({x ∈ X | f(x) > a}) = 0

である．n ∈ N に対して Fn =

{
x ∈ X | f(x) > 1

n

}
とおくと {Fn} は単調増加列

で µ(Fn) = 0 である．

{x ∈ X | f(x) = 0} =
∞⋃

n=1

Fn

である．したがって命題 1.4より

µ({x ∈ X | f(x) = 0}) = lim
n→∞

µ(Fn) = 0

である．!
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定理 4.8(Beppo-Leviの定理，単調収束定理)! "
fn : X → [0,∞] を E-可測関数列で fn(x) ≤ fn+1(x) が全ての n ∈ N, x ∈ X に対
して成り立つとする．このとき

f(x) = lim
n→∞

fn(x)

とおくと

lim
n→∞

∫

X

fndµ =

∫

X

fdµ

が成り立つ．# $
注 f も E-可測関数である．
証明 {fn} の仮定から，任意の t > 0 に対して

{x ∈ X | fn(x) > t}

は n に関する単調増加列で

{x ∈ X | f(x) > t} =
∞⋃

n=1

{x ∈ X | fn(x) > t}

を得る．
命題 1.4より

µ({x ∈ X | f(x) > t}) = lim
n→∞

µ({x ∈ X | fn(x) > t})

つまり f の分布関数 Mf と fn の分布関数 Mfn に対し，{Mfn} は単調増加列で
lim
n→∞

Mfn(t) = Mf (t) を得る．
以上より命題 4.4から

∫

X

fdµ =

∫ ∞

0

Mf (t)dt = lim
n→∞

∫ ∞

0

Mfn(t)dt = lim
n→∞

∫

X

fndµ

を得る．!
問 4.3 fn : X → [0,∞] (n = 1, 2, · · · ) を E-可測関数とするとき

∞∑

n=1

∫

X

fndµ =

∫

X

( ∞∑

n=1

fn

)
dµ

を証明せよ．

• 単調収束定理と定理 3.9を用いると次のことが得られる．
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命題 4.9! "
f : X → [0,∞] を E-可測関数とすると，0 ≤ ϕn(x) ≤ ϕn+1(x) (n ∈ N, x ∈ X) な
る単関数の列 {ϕn} が存在して

• lim
n→∞

ϕn(x) = f(x) (x ∈ X)

• lim
n→∞

∫

X

ϕndµ =

∫

X

fdµ

が成り立つ．# $
命題 4.10! "
f, g : X → [0,∞] を E-可測関数とする．

(1) α, β ∈ [0,∞] に対して
∫

X

(αf + βg)dµ = α

∫

X

fdµ+ β

∫

X

gdµ

が成り立つ．

(2) f(x) ≤ g(x) (x ∈ X) ならば
∫

X

fdµ ≤
∫

X

gdµ が成り立つ．
# $
証明
(1) 命題 4.9より 0 ≤ ϕn(x) ≤ ϕn+1(x), 0 ≤ ψn(x) ≤ ψn+1(x) (n ∈ N, x ∈ X) なる単関
数の列があって

lim
n→∞

ϕn(x) = f(x), lim
n→∞

ψn(x) = g(x),

lim
n→∞

∫

X

ϕndµ =

∫

X

fdµ, lim
n→∞

∫

X

ψndµ =

∫

X

gdµ

が成り立つ． lim
n→∞

(ϕn(x) + ψn(x)) = f(x) + g(x) と命題 4.1より
∫

X

(αf + βg)dµ = lim
n→∞

∫

X

(αϕn + βψn)dµ

= lim
n→∞

{
α

∫

X

ϕndµ+ β

∫

X

ψndµ

}

= α

∫

X

fdµ+ β

∫

X

gdµ

を得る．

(2) f(x) ≤ g(x) (x ∈ X) より任意の t > 0 に対して {x ∈ X | f(x) > t} ⊂ {x ∈ X |
g(x) > t} を得る．これより f , g の分布関数 Mf , Mg に対して Mf (t) ≤ Mg(t) が
成り立つことから結論を得る．!
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問 4.4 f, g : X → [0,∞] を E-可測関数とする．次を示せ．

(1) f(x) ≤ g(x) (a.e. x ∈ X) ⇒
∫

X

fdµ ≤
∫

X

gdµ が成り立つ．

(2) f(x) = g(x) (a.e. x ∈ X) ⇒
∫

X

fdµ =

∫

X

gdµ が成り立つ．

(Hint(1): a.e でなく x ∈ X のときは明らか．µ(N) = 0 なる N ∈ E が存在し
て f(x) ≤ g(x) (x ∈ X \ N) が成り立つとする．f(x) = f(x)χX\N(x) + f(x)χN ,
g(x) = g(x)χX\N(x) + g(x)χNg(x) とすると f(x)χX\N(x) ≤ g(x)χX\N(x) (x ∈ X) で
f(x)χN(x) = 0 (a.e. x ∈ X), g(x)χN(x) = 0 (a.e. x ∈ X) で

∫

X

fdµ =

∫

X

fχX\Ndµ+

∫

X

fχNd =

∫

X

fχX\Ndµ

である）

4.5 一般の可測関数の積分
• f : X → R を E-可測関数とする．このとき

f+(x) = max{f(x), 0}, f−(x) = max{−f(x), 0}

とおくと f+, f− : X → [0,∞] はそれぞれ E− 可測関数で
f(x) = f+(x)− f−(x), |f(x)| = f+(x) + f−(x)

が成り立つ．

定義! "
f : X → [0,∞] を E-可測関数とする．f+, f− の少なくとも 1つが可積分であると
き，f は積分確定であるといい

∫

X

fdµ =

∫

X

f+dµ−
∫

X

f−dµ

と定める．さらに，f+, f− が共に可積分であるとき f は可積分であるという．# $
注 f : X → R が可積分 ⇔ |f | : X → [0,∞] が可積分
命題 4.11! "
f : X → R を E-可測関数で積分確定であるとする．このとき

∣∣∣∣
∫

X

fdµ

∣∣∣∣ ≤
∫

X

|f |dµ

が成り立つ．# $
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証明
∣∣∣∣
∫

X

fdµ

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫

X

f+dµ−
∫

X

f−dµ

∣∣∣∣

≤
∫

X

f+dµ+

∫

X

f−dµ =

∫

X

|f |dµ !

命題 4.12! "
f, g : X → R を E-可測関数で可積分関数とする．

(1) f , g が有限値で α, β ∈ R に対して αf + βg も可積分で
∫

X

(αf + βg)dµ = α

∫

X

fdµ+ β

∫

X

gdµ

が成り立つ．

(2) f(x) ≤ g(x) (x ∈ X) ならば
∫

X

fdµ ≤
∫

X

gdµ が成り立つ．
# $
証明 仮定から

0 ≤
∫

X

f±dµ,

∫

X

g±dµ < ∞

であることに注意する．
(1) α > 0, β < 0 の場合だけ示す．f = f+ − f−, g = g+ − g− とおくと

αf(x) + βg(x) = α(f+(x)− f−(x)) + β(g+(x)− g−(x))

= (αf+(x)− βg−(x))− (αf−(x)− βg+(x))

である．ここで αf+(x)− βg−(x) ≥ 0, αf−(x)− βg+(x) ≥ 0 である．一方
αf(x) + βg(x) = (αf + βg)+(x)− (αf + βg)−(x)

であるから
(αf+(x)− βg−(x))− (αf−(x) + βg+(x)) = (αf + βg)+(x)− (αf − βg)−(x)

(αf+(x)− βg−(x)) + (αf + βg)−(x) = (αf + βg)+(x) + (αf−(x)− βg+(x))

よって命題 4.10より

α

∫

X

f+dµ+ (−β)
∫

X

g−dµ+

∫

X

(αf + βg)−dµ

=

∫

X

(αf + βg)+dµ+ α

∫

X

f−dµ+ (−β)
∫

X

g+dµ
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以上より
∫

X

(αf + βg)+dµ−
∫

X

(αf + βg)−dµ

= α

(∫

X

f+dµ−
∫

X

f−dµ

)
− β

(∫

X

g+dµ−
∫

X

g−dµ

)

を得る．

(2) f(x) ≤ g(x) (x ∈ X) のとき f+(x) ≤ g+(x), f−(x) ≥ g−(x) (x ∈ X) が成り立つ．
よって問 4.4より

∫

X

fdµ =

∫

X

f+dµ−
∫

X

f−dµ ≤
∫

X

g+dµ−
∫

X

g−dµ =

∫

X

gdµ

を得る．!

定義! "
f : X → R を E-可測関数で可積分であるとする．A ∈ E に対して

∫

A

fdµ :=

∫

X

fχAdµ

と定める．# $
• A ∈ E に対して χA(x) + χAc(x) = 1 であるから f が有限値で可積分ならば χAf ,
χAcf もそうであるので命題 4.12(1)より

∫

A

fdµ =

∫

Ac

fdµ =

∫

X

fdµ

が成り立つ．

命題 4.13! "
f : X → R を E-可測関数で可積分であるとする．

(1) |f(x)| < ∞ a.e. x ∈ X である．

(2) f(x) = 0 a.e. x ∈ X ⇒
∫

X

fdµ = 0

(3) E ∈ E , µ(E) = 0 ⇒
∫

E

fdµ = 0

(4) 任意の A ∈ E に対して
∫

A

fdµ = 0 が成り立つならば f = 0 a.e. x ∈ X

# $
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問 4.5上の命題を証明せよ．(Hint:(4) まず A = {x ∈ X | f(x) > 0} を考えよ．)

問 4.6 f, g : X → R が積分確定で f(x) = g(x) a.e. x ∈ X であるとすると
∫

X

fdµ =
∫

X

gdµ が成り立つことを証明せよ．(Hint:f+, f−, g+, g− に問 4.4を用いよ)．

• f , g : X → Rが単に可積分であるとき f(x) = ±∞, g(x) = ∓∞のとき f(x)+g(x)
は定義されない．これを解消する方法を述べる．

• f が a.e. x ∈ X でのみ定義される，正確には X \N (N ∈ E , µ(N) = 0) で定義
され R に値をとる関数であるとき

f̃(x) =

{
f(x) x ∈ X \N
0 x ∈ N

とする．f̃ が可積分であるとき f が可積分であるといい
∫

X

fdµ =

∫

X

f̃dµ

と定める．f が X 全体で定義される可積分関数であるとき
N = {x ∈ X | |f(x)| = ∞}

とおき，上のように f̃ を定めれば問 4.6より
∫

X

fdµ =

∫

X

f̃dµ

である．
• f , g が可積分であるとき上のように定めた f̃ , g̃ は全ての点で有限な値をもつ可
積分関数であるので α, β ∈ R に対して αf̃ + βg̃ は全ての点で定義され，命題
4.12(1)と問 4.6より
∫

X

(αf + βg)dµ =

∫

X

(αf̃ + βg̃)dµ = α

∫

X

f̃dµ+ β

∫

X

g̃dµ = α

∫

X

fdµ+ β

∫

X

gdµ

を得る．

4.6 積分の絶対連続性
定理 4.14! "
f : X → R を可積分関数とする．このとき，任意の ε > 0 に対して，ある δ > 0 が
存在して

E ∈ E , µ(E) < δ ⇒
∫

E

|f |dµ < ε

が成り立つ．# $
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証明
• f(x) ≥ 0 (x ∈ X) として一般性を失わない．

• fn(x) =

{
f(x) (f(x) ≤ n)

n (f(x) > n)
とおくと 0 ≤ fn(x) ≤ fn+1(x) が全ての n ∈ N,

x ∈ X に対して成り立つ．さらに lim
n→∞

fn(x) = f(x) が成り立つ．

• 単調収束定理により

lim
n→∞

∫

X

fndµ =

∫

X

fdµ

が成り立つ．

• 任意に ε > 0 をとると，ある番号 nε ∈ N が存在して

n ≥ nε ⇒ 0 ≤
∫

X

(f − fn)dµ <
ε

2

が成り立つ．

• δ = ε/2nε とおけば µ(E) < δ ならば
∫

E

fdµ ≤
∫

E

fnεdµ+

∫

X

(f − fnε)dµ < ε

が成り立つ．!

問 4.6 f : X → R が可積分であるとする．このとき En = {x ∈ X | |f(x)| > n} とす
ると

lim
n→∞

∫

En

|f |dµ = 0

が成り立つことを証明せよ．

54


