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1 測度空間
1.1 可測空間
定義� �
X を空でない集合とし，A ⊂ 2X が次の 3条件を満たすとき，A を X の有限加法
族あるいは 集合代数という：

(i) X ∈ A

(ii) A ∈ A ⇒ Ac ∈ A

(iii) A, B ∈ A ⇒ A ∪ B ∈ A� �
注 A が空でない集合 X の有限加法族とする．このとき (iii)を繰り返し用いることに
より

A1, A2, · · · , An ∈ A ⇒ A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An ∈ A

が成り立つ．

問 1.1 A を空でない集合 X の有限加法族とする．次を示せ：

(1) ∅ ∈ A

(2) A, B ∈ A ⇒ A ∩ B ∈ A

(3) A, B ∈ A ⇒ A \B ∈ A

問 1.2 X を空でない集合とする．

A = {A ⊂ X | A は有限集合 または Ac は有限集合 }

は X の有限加法族であることを示せ．
定義� �
X を空でない集合とし，有限加法族 E ⊂ 2X が

A1, A2, · · · , An · · · ∈ E ⇒
∞∪
n=1

An ∈ E

を満たすとき，E を X の σ -加法族であるという．このとき，X と E の組 (X, E)
は可測空間であるという．� �
例 1.1 X を空でない集合とするとき 2X , {X, ∅} は X の σ-加法族である．
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問 1.3 X を非可算集合とする．

E = {E ⊂ X | A は可算集合 または Ac は可算集合 }

とするとき，E は X の σ-加法族であることを示せ．

問 1.4 E を空でない集合 X の有限加法族とする．E が σ- 加法族であるための必要十
分条件は

B1, B2, · · · , Bn · · · ∈ E , Bi ∩Bj = ∅ (i ̸= j) ⇒
∞∪
n=1

Bn ∈ E

であることを示せ．

• X の部分集合列 {An} に対して

lim sup
n→∞

An =
∞∩
n=1

∞∪
k=n

Ak, lim inf
n→∞

An =
∞∪
n=1

∞∩
k=n

Ak

と表す．

• lim sup
n→∞

An = lim infn→∞ An であるとき，これらを lim
n→∞

An と表す．

問 1.5 {An} を空でない X の部分集合族とする．

(1) lim inf
n→∞

An ⊂ lim sup
n→∞

An を示せ．

(2) {An} が単調増加：A1 ⊂ A2 ⊂ · · · ⊂ An ⊂ An+1 ⊂ · · · であるとき

lim inf
n→∞

An = lim sup
n→∞

An =
∞∪
n=1

An

(
= lim

n→∞
An

)
であることを示せ．

(3) {An} が単調減少：A1 ⊃ A2 ⊃ · · · ⊃ An ⊃ An+1 ⊃ · · · であるとき

lim inf
n→∞

An = lim sup
n→∞

An =
∞∩
n=1

An

(
= lim

n→∞
An

)
であることを示せ．
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(4) E を X の σ-加法族とする．{An} は An ∈ E (n = 1, 2, · · · ) を満たすとき

lim inf
n→∞

An, lim sup
n→∞

An ∈ E

を示せ．
例 1.2

• −∞ ≤ a ≤ b ≤ ∞ に対して半開区間 [a, b) を考える．ただし a = b のときは ∅,
a = −∞, b < ∞ のときは (−∞, b) を表し，−∞ < a < b = ∞ のときは [a,∞),
a = −∞, b = ∞ のときは R とする．半開区間の有限個の和で表される R の部
分集合を区間塊という．

• 区間塊の和集合は必ず共通部分のない和集合として表される．
実際，n = 2 の場合で考える．A = [a1, b1) ∪ [a2, b2) について a1, b1, a2, b2 の中
で b2 が一番大きいとしてよい．このとき

a1 ≤ b1 < a2 ≤ b2 ⇒ A = [a1, b1) ∪ [a2, b2),

a1 < a2 ≤ b1 ≤ b2 ⇒ A = [a1, b2)

a2 ≤ a1 ≤ b1 ≤ b2 ⇒ A = [a2, b2)

となる．n = 3 の場合，A = [a1, b1) ∪ [a2, b2) ∪ [a3, b3) とする．a1, b1, a2, b2, a3,
b3 の中で b3 が一番大きいとしてよい．n = 2 の場合を用いて [a1, b1)∪ [a2, b2) は
[α1, β1)∪ [α2, β2) と共通部分のない和集合で表される．このとき b3 は α1, β1, α2,
β2, a3, b3 の中で一番大きい．

α1 ≤ β1 ≤ α2 ≤ β2 < a3 ≤ b3 ⇒ A = [α1, β1) ∪ [α2, β2) ∪ [a3, b3),

α1 ≤ β1 ≤ α2 < a3 ≤ β2 ≤ b3 ⇒ A = [α1, β1) ∪ [α2, b3),

α1 ≤ β1 < a3 ≤ α2 ≤ β2 ≤ b3 ⇒ A = [α1, β1) ∪ [a3, b3),

α1 < a3 ≤ β1 ≤ α2 ≤ β2 ≤ b3 ⇒ A = [α1, b3),

a3 ≤ α1 ≤ β1 ≤ α2 ≤ β2 ≤ b3 ⇒ A = [a3, b3),

一般の n についても同様である．

• I を区間塊全体とするとき I は R の有限加法族となる．

(i) R = (−∞,∞) ∈ I である．
(ii) a, b ∈ R に対して (−∞,∞)c = ∅ = [a, a)

∫
I，(−∞, b)c = [b,∞) ∈ I,

[a,∞)c = (−∞, a) ∈ I，[a, b)c = (−∞, a) ∪ [b,∞) ∈ I である．
次に a1, a2, b1, b2 ∈ R に対して A = [a1, b1) ∩ [a2, b2) を考える． a1, b1, a2,
b2 の中で b2 が一番大きいとしてよい．このとき

a1 ≤ b1 < a2 ≤ b2 ⇒ A = ∅,
a1 < a2 ≤ b1 ≤ b2 ⇒ A = [a2, b1)

a2 ≤ a1 ≤ b1 ≤ b2 ⇒ A = [a1, b1)

3



これより −∞ ≤ ai ≤ bi ≤ ∞ (i = 1, . . . , n) に対して
∩n

i=1[ai, bi) ∈ I が成り
立つ．最後に，A =

n∪
i=1

[ai, bi) ならばDe Morganの法則より Ac =
n∩

i=1

[ai, bi)
c

であり，[ai, bi)
c は半開区間であるからA ∈ I である．

(iii) I の定義から明らかである．

例 1.3 −∞ ≤ ai ≤ bi ≤ ∞ (i = 1, · · · , N)に対して半開区間 [a1, b1)×· · · [aN , bN)
を考える．ただし [ai, bi) は ai = bi のときは ∅, ai = −∞, bi < ∞ のときは
(−∞, bi) を表し，−∞ < ai < bi = ∞ のときは [ai,∞), ai = −∞, bi = ∞ のとき
は R とする．半開区間の有限個の和で表される RN の部分集合を区間塊という．
例 1.2と同様に RN の区間塊全体 IN は RN の有限加法族である．

定義� �
X を空でない集合とし，K ⊂ 2X とする．K を含む最小の σ-加法族を σ[K] とか
き，K により生成された σ -加法族という．� �
注 σ[K] は次のように与えられる：

σ[K] =
∩

B:B は K を含むσ-加法族

B

実際，右辺で与えられる X の部分集合族を F とおく．まず F が K を含む σ -加法族
であることを見よう．F が K を含むことは明らかである．次に σ-加法族であることを
示す．

(i) K を含む任意の σ -加法族 B に対して X ∈ B であるから X ∈ F である．

(ii) A ∈ F とすると， K を含む任意の σ -加法族 B に対して A ∈ B である．B は σ-
加法族であるから Ac ∈ B である．B は任意なので A ∈ F

(iii) A1, A2, · · · , An, · · · ∈ F とすると， K を含む任意の σ -加法族 B に対して

A1, A2, · · · , An, · · · ∈ B

ある．B は σ-加法族であるから
∞∪
n=1

An ∈ B である．B は任意なので
∞∪
n=1

An ∈ F

以上で F が σ-加法族であることが示された．
次に B0 を K を含む任意の σ-加法族とする．B0 は F の定義に現れる B の 1つな

ので F ⊂ B0 である．
以上より F が K を含む最小の σ-加法族であることが示された．
定義� �
X を空でない集合とし，d を X 上の距離とする．距離空間 (X, d) の開集合全体を
O とするとき，σ[O] を B(X) と表し，距離空間 (X, d) のBorel集合族, B(X) に
属する X の部分集合を X のBorel集合という．� �
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• N 次元 Euclid空間 RN のBorel集合族 B(RN) や Ω ⊂ RN を開集合とするとき，
Ω の開集合，つまり RN の開集合 O を用いて O ∩Ω と表される集合全体 OΩ に
対して σ[OΩ] を B(Ω) と表す．これらはよく用いられる．

命題 1.1� �
R の区間塊全体 I に対して σ[I] = B(R) が成り立つ．� �
証明

• まず半開区間 [a, b) は

[a, b) =
∞∩
n=1

(
a− 1

n
, b

)
と表されるので [a, b) ∈ B(R) である．したがって σ[I] ⊂ B(R) である．

• 逆に任意の開集合 O ⊂ Rをとると，任意の x ∈に対して x ∈ (rx, qx), (rx, qx) ⊂ O
なる rx, qx ∈ Q が存在する．したがって∪

x∈O

(rx, qx) = O

が成り立つ．

• ここで，有理数 r, q ∈ Q を用いて (r, q) と表される開区間全体は可算集合である
から上の和集合も高々可算な和集合である．

• 次に，任意の開区間 (a, b) は

(a, b) =
∞∪
n=1

[
a+

1

n
, b

)
と表されるので

• したがって， O ⊂ σ[I] である．したがって σ[I] = B(R) である．

命題 1.2� �
RN の区間塊全体 IN に対して σ[IN ] = B(RN) が成り立つ．� �
証明 証明略
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1.2 加法的集合関数
定義� �
X を空でない集合，A ⊂ 2X を有限加法族とする．µ : A → [0,∞] は µ(∅) = 0 を
満たすとする．

(1) µ が有限加法的（集合関数）であるとは，

A1, A2, · · · , An ∈ A, Ai ∩ Aj = ∅ (i ̸= j) ⇒ µ

(
n∪

i=1

Ai

)
=

n∑
i=1

µ(Ai)

を満たすことである．

(2) µ が完全加法的あるいはσ-加法的（集合関数）であるとは

A1, A2, · · · , An, · · · ,∈ A, Ai ∩ Aj = ∅ (i ̸= j),
∞∪
i=1

Ai ∈ A

⇒ µ

(
∞∪
i=1

Ai

)
=

∞∑
i=1

µ(Ai)

を満たすことである．� �
注 µ が完全加法的であれば有限加法的である．
命題 1.3� �
X を空でない集合，A ⊂ 2X を有限加法族，µ : A → [0,∞]は µ(∅) = 0 は完全加法
的であるとする．このときA1, A2, · · · , An, · · · ∈ A が

∞∪
n=1

An ∈ A を満たすならば

µ

(
∞∪
n=1

An

)
≤

∞∑
n=1

µ(Ai)

が成り立つ．このことを µ は σ -劣加法的であるという．� �
証明

• A1, A2, · · · , An, · · · ∈ A が
∞∪
n=1

An ∈ A を満たすとする．

• B1 = A1, B2 = A2 \B2, B3 = A3 \ (B1 ∪B2), · · · , Bn = An \ (B1 ∪ · · · ∪Bn−1) と
すると Bi ∩Bj = ∅ (i ̸= j) で

∞∪
n=1

An =
∞∪
n=1

Bn ∈ A
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が成り立つ（確かめよ）．さらに µ(Bn) ≤ µ(An) が 成り立つ．

• µ は完全加法的であるから

µ

(
∞∪
n=1

An

)
= µ

(
∞∪
n=1

Bn

)
=

∞∑
n=1

µ(Bn) ≤
∞∑
n=1

µ(An)

を得る．□

問 1.6 X を空でない集合，µ ⊂ 2X を有限加法族とする．µ : A → [0,∞] とする．次
を示せ．

(1) A, B ∈ A が A ⊂ B を満たすならば µ(A) ≤ µ(B) が成り立つ．

(2) A, B ∈ A が A ⊂ B で µ(B) < ∞ ならば µ(B \ A) = µ(B)− µ(A) が成り立つ．

(3) µ が有限加法的であるとする．A1, · · · , An ∈ A を満たすならば µ

(
n∪

i=1

Ai

)
≤

n∑
i=1

µ(Ai) を満たす．

(4) µ が有限加法的で A1, · · · , An, · · · ∈ A が Ai∩Aj = ∅ (i ̸= j) を満たし，
∞∪
i=1

Ai ∈ A

を満たすならば µ

(
∞∪
i=1

Ai

)
≥

∞∑
i=1

µ(Ai) を満たす．

注 問 1.6より，µ が A 上で

A1, A2, · · · , An, · · · ∈ A,

∞∪
i=1

Ai ∈ A ⇒ µ

(
∞∪
i=1

Ai

)
≤

∞∑
i=1

µ(Ai)

が成り立つ，つまり σ-劣加法的であるならば，µ は完全加法的である．
定義� �
X を空でない集合，A ⊂ 2X を有限加法族，µ : A → [0,∞] は有限加法的集合関数
とする．

(1) µ が有限であるとは，µ(X) < ∞ を満たすことである．

(2) µ が σ -有限であるとは

X1, X2, · · · , Xn, · · · ,∈ A, µ(Xn) < ∞ (n = 1, 2, · · · ),
∞∪
n=1

Xn = X

を満たすことである．� �
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問 1.7 X = N，

A = {A ⊂ X | A が有限集合 または Ac が有限集合 }

とする．

(1) µ : A → [0,∞] を

µ(A) =

{
#A (A が有限集合)

∞ (Ac が有限集合)

であるとき，µ は完全加法的であることを示せ．

(2) ν : A → [0,∞] を

ν(A) =


∑
n∈A

1

2n
(A が有限集合)

∞ (Ac が有限集合)

であるとき，ν は有限加法的であるが完全加法的であることを示せ．

命題 1.4� �
X を空でない集合，A ⊂ 2X を有限加法族，µ : A → [0,∞] は有限加法的集合関数
とする．次の (i)と (ii)は同値である．

(i) µ が完全加法的である．

(ii) A1, A2, · · · , An, · · · ∈ A が A1 ⊂ A2 ⊂ · · · ⊂ An ⊂ An+1 ⊂ · · · と A :=
∞∪
n=1

An ∈ A を満たすならば

lim
n→∞

µ(An) = µ(A)

が成り立つ．� �
証明

• A1, A2, · · · , An, · · · ∈ A が A1 ⊂ A2 ⊂ · · · ⊂ An ⊂ An+1 ⊂ · · · を満たし A =
∞∪
n=1

An ∈ A とする．

• µ(An0) = ∞ となる n0 があれば，µ(An) = ∞ (n ≥ n0) であるから自明である．
したがって，すべての n に対して µ(An) < ∞ とする．

• Bn = An+1 \ An, B0 = A1 とおく．このときBi ∩ Bj = ∅ (i ̸= j) を満たす（確か
めよ）．このとき A =

∞∪
n=1

Bn である（確かめよ）．
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• このとき

µ(A) = µ

(
∞∪
i=0

Bi

)
= lim

n→∞

n−1∑
i=0

µ(Bi)

= lim
n→∞

(
n−1∑
i=1

{µ(Ai+1)− µ(Ai)}+ µ(A1)

)
= lim

n→∞
µ(An)

よって (ii)を得る．

(ii)⇒(i)

• (ii)を仮定する．A1, A2, · · · . An, · · · ∈ AがAi∩Aj = ∅ (i ̸= j)がA :=
∞∪
n=1

An ∈ A

を満たすとする．

• Bn =
n∪

i=1

Ai とおくと Bn ∈ A で，B1 ⊂ B2 ⊂ · · · ⊂ Bn ⊂ Bn+1 ⊂ · · · を満たす．

さらに
∞∪
n=1

Bn =
∞∪
n=1

An ∈ A

を満たす（確かめよ）．

• (ii)と µ が有限加法的であることから

µ(A) = lim
n→∞

µ(Bn) = lim
n→∞

µ

(
n∪

i=1

Ai

)
= lim

n→∞

n∑
i=1

µ(Ai) =
∞∑
n=1

µ(An)

である．したがって µ は完全加法的である．□

命題 1.5� �
X を空でない集合，A ⊂ 2X を有限加法族，µ : A → [0,∞] は完全加法的集合関数
とする．このとき A1, A2, · · · , An, · · · ∈ A が A1 ⊃ A2 ⊃ · · · ⊃ An ⊃ An+1 ⊃ · · ·，
µ(A1) < ∞ および A :=

∞∩
n=1

An ∈ A を満たすならば

lim
n→∞

µ(An) = µ(A)

が成り立つ．� �
証明　

• A1, A2, · · · , An, · · · ∈ A が A1 ⊃ A2 ⊃ · · · ⊃ An ⊃ An+1 ⊃ · · ·，µ(A1) < ∞ およ
び A :=

∞∩
n=1

An ∈ A とする．
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• Bn = An \ An+1, B0 = A とすると Bi ∩Bj = ∅ (i ̸= j) であり（確かめよ）

A1 =
∞∪
n=0

Bn

が成り立つ．

• µ は完全加法的であるから

µ(A1) =
∞∑
n=1

µ(Bn) = lim
n→∞

(
n−1∑
i=1

{µ(An)− µ(An+1)}+ µ(A)

)
= lim

n→∞
(µ(A1)− µ(An) + µ(A))

= µ(A1)− lim
n→∞

µ(An) + µ(A)

である．

• µ(A1) < ∞ であるから両辺 µ(A1) を引いて整理すると

lim
n→∞

µ(An) = µ(A)

が成り立つ．□

1.3 測度と測度空間
定義� �
X を空でない集合，F ⊂ 2X を σ -加法族，µ : F → [0,∞] が完全加法的集合関数
であるとき µ を F 上の測度といい，(X,F , µ) を測度空間という．
さらに µ(X) = 1 のとき µ を確率測度といい，(X,F , µ) を確率空間という．� �
定義� �
(X,F , µ) を測度空間とする．

(1) µ が有限であるとは，µ(X) < ∞ を満たすことである．

(2) µ が σ -有限であるとは

X1, X2, · · · , Xn, · · · ,∈ F , µ(Xn) < ∞ (n = 1, 2, · · · ),
∞∪
n=1

Xn = X

を満たすことである．

(3) µが完備であるとは，A ∈ F が µ(A) = 0を満たせば，任意の B ⊂ Aが B ∈ F
を満たすことである．� �
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問 1.8 X を空でない集合とする．

δx(A) =

{
1 (x ∈ A)

0 (x /∈ A)

とおくとき，µ は 2X における測度であることを示せ．δx を x におけるDirac測度と
いう．
問 1.9 X を空でない集合とする．A ⊂ X に対して

µ#(A) =

{
#A (A が有限集合)

∞ (A が無限集合)

とおくとき，µ# は 2X における測度であることを示せ．µ# を 2X における数え上げ
測度 (counting measure)という．

• 測度空間 (X,F , µ) において，µ(N) = 0 となる N ∈ F を零集合という．

問 1.10 測度空間 (X,F , µ) において，E1, · · · , En, · · · ∈ F を零集合の列とする．こ
のとき

∞∪
n=1

En

も零集合であることを示せ．
定義� �
(X,F , µ) を測度空間，A ∈ F とする．

(µ A)(B) = µ(A ∩B)

と定義する．µ A を µ の A への制限という．� �
問 1.11 上の定義において，µ A は F における測度であることを示せ．
命題 1.5� �
(X,F , µ) を有限測度空間，{An} ⊂ F とする．このとき

µ
(
lim inf
n→∞

An

)
≤ lim inf

n→∞
µ(An) ≤ lim sup

n→∞
µ(An) ≤ µ

(
lim sup
n→∞

An

)
が成り立つ．特に lim

n→∞
An = A ならば lim

n→∞
µ(An) = m

(
lim
n→∞

An

)
が成り立つ．� �

証明
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• L = lim sup
n→∞

An =
∞∩
n=1

(
∞∪
k=n

Ak

)
とおくと

{
∞∪
k=n

Ak

}
n

は単調減少である．

• µ(Ak) ≤
(

∞∪
k=n

Ak

)
(k ≥ n) であるから sup

k≥n
µ(Ak) ≤

(
∞∪
k=n

Ak

)
である．

• µ は有限で命題 1.5より

µ(L) = lim
n→∞

µ

(
∞∪
k=n

Ak

)
≥ lim

n→∞
sup
k≥n

µ(Ak) = lim sup
n→∞

An (1.1)

が成り立つ．

• M = lim inf
n→∞

An =
∞∪
n=1

(
∞∩
k=n

Ak

)
とおくと

{
∞∩
k=n

Ak

}
n

は単調増加である．

• µ(Ak) ≥
(

∞∩
k=n

Ak

)
(k ≥ n) であるから inf

k≥n
µ(Ak) ≤

(
∞∩
k=n

Ak

)
である．

• 命題 1.4より

µ(M) = lim
n→∞

µ

(
∞∩
k=n

Ak

)
≤ lim

n→∞
inf
k≥n

µ(Ak) = lim inf
n→∞

An (1.2)

が成り立つ．

• (1.1)，(1.2)および上極限と下極限の大小関係から結論を得る．□

注 µ
(
lim inf
n→∞

An

)
≤ lim inf

n→∞
µ(An) は µ が有限測度でなくても成り立つ．

補題 1.6(Borel-Cantelliの補題)� �
(X,F , µ) を測度空間，{An} ⊂ F が

∞∑
n=1

µ(An) < ∞ を満たすとする．このとき

µ

(
lim sup
n→∞

An

)
= 0

が成り立つ．� �
証明

•
∞∑
n=1

µ(An) < ∞ より lim
n→∞

∞∑
k=n

Ak = 0 である．

• L = lim sup
n→∞

An =
∞∩
n=1

(
∞∪
k=n

Ak

)
とおくと

{
∞∪
k=n

Ak

}
n

は単調減少である．
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• µ の σ-劣加法性より任意の n に対し

µ(L) = µ

(
∞∪
k=n

Ak

)
≤

∞∑
k=n

µ(Ak)

が成り立つ．n → ∞ として結論を得る．□
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