
7 Sobolev空間
7.1 Sobolev空間の定義
定義✓ ✏
s ∈ R とする．Sobolev空間 Hs(RN) とそのノルム ∥ · ∥Hs を次で定義する：

Hs(RN) :=
{
v ∈ S ′(RN) : (1 + |ξ|2)s/2v̂(ξ) ∈ L2(RN)

}
,

∥v∥Hs = ∥(1 + |ξ|2)s/2v̂∥L2(RN )✒ ✑
注 Hs(RN) は Hs ともかかれることがある．
定理 7.1✓ ✏
s ∈ R とする．Hs(RN) は ∥ · ∥Hs としてBanach空間となる．✒ ✑
証明

• ∥ · ∥Hs がノルムであることの証明は略

• {vn} を Hs(RN) のCauchy列とし

wn = F−1[(1 + |ξ|2)s/2v̂n]

とおくと Plancherelの定理（定理 6.9）と Hs(RN) のノルムの定義より

∥wm − wn∥L2(RN ) = ∥(1 + |ξ|2)s/2(v̂n − v̂m)∥L2(RN ) = ∥vn − vm∥Hs

が成り立つ．したがって {wn} は L2(RN) のCauchy列である．

• L2(RN) は完備なので，ある w ∈ L2(RN) が存在して

lim
n→∞

∥wn − w∥L2(RN ) = 0

が成り立つ．

• ここで v = F−1[(1 + |ξ|2)−s/2ŵ] とおくと v̂ = (1 + |ξ|2)−s/2ŵ より

ŵ = (1 + |ξ|2)s/2v̂ ∈ L2(RN) ⇔ v ∈ Hs(RN)

• したがって

∥vn − v∥Hs = ∥(1 + |ξ|2)s/2(v̂n − v̂)∥L2(RN )

= ∥(1 + |ξ|2)s/2(v̂n − (1 + |ξ|2)−s/2ŵ)∥L2(RN )

= ∥ŵn − ŵ∥L2(RN ) = ∥wn − w∥L2(RN ) → 0 (n → ∞)
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• したがって {vn} は Hs(RN) における収束列である．!

系 7.2✓ ✏
(u, v)Hs を

(u, v)Hs =
(
(1 + |ξ|2)s/2û, (1 + |ξ|2)s/2v̂

)
L2(RN (u, v ∈ Hs(RN))

とすると (·, ·)Hs は Hs(RN) の内積となり Hs(RN) はHilbert空間となる．✒ ✑
定理 7.3✓ ✏
m ∈ N のとき

Hm(RN) = {v ∈ L2(RN) : Dαv ∈ L2(RN) (|α| ≤ m)} (7.1)

が成り立つ．ここで Dαv は v ∈ S ′(RN) とみなしたときの超関数微分である．
さらに

|||v||| =

⎛

⎝
∑

|α|≤m

∥Dαv∥2L2(RN )

⎞

⎠
1/2

とすると，ある C > 0 が存在して
1

C
∥v∥Hs ≤ |||v||| ≤ ∥v∥Hs

が成り立つ．✒ ✑
証明

• (7.1)の右辺を Vm とおく．

• まず次に注意する：
v ∈ Vm ⇔ ∀α : |α| ≤ m,Dαv ∈ L2(RN)

⇔ ∀α : |α| ≤ m, i|α|ξαv̂ ∈ L2(RN)

実際
⟨D̂αv,ϕ⟩ = ⟨Dαv, ϕ̂⟩

= (−1)|α|⟨v,Dαϕ̂⟩

= (−1)|α|⟨v, ̂(−i(·))αϕ⟩
= (−1)|α|⟨v̂, (−i(·))αϕ⟩
= ⟨i|α|(·)αv,ϕ⟩
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• さらに

i|α|ξαv̂ ∈ L2(RN) (|α| ≤ m) ⇔ (1 + |ξ|2)m/2v̂ ∈ L2(RN)

である．

• 次に Plancherelの定理（定理 6.9）より

∥Dαv∥L2(RN ) = ∥ξαv̂∥L2(RN ) (∀α : |α| ≤ m)

また ∥ξα| ≤ |ξ||α| ≤ |ξ|m ≤ (1 + |ξ|2)m/2 であるので

∥ξαv̂∥L2(RN ) ≤ ∥(1 + |ξ|2)m/2v̂∥L2(RN )

を得る．これより C1 > 0 が存在して

|||v||| ≤ C∥v|Hs

が成り立つ．

• 一方，ある cm,N > 0 が存在して

cm,N(1 + |ξ|2)m ≤
∑

|α|≤m

ξ2α

が成り立つ．実際

(1 + |ξ|2)m = (1 + ξ21 + · · ·+ ξ2N)
m ≤ (N + 1)m(1 + ξ2m1 + · · ·+ ξ2mN ) ≤

∑

|α|≤m

ξ2α

が成り立つ．

• これより

cm,N∥v∥2Hm =

∫

RN

(1 + |ξ|2)m|v̂(ξ)|2dξ

≤
∑

|α|≤m

∫

RN

|ξαv̂(ξ)|2dξ

=
∑

|α|≤m

∥ξαv̂∥2L2(RN ) =
∑

|α|≤m

∥Dαv∥2L2(RN )

を得る．!

定理 7.4✓ ✏
s ∈ R とする．S (RN) は Hs(RN) で稠密である．✒ ✑
証明
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• v ∈ Hs(RN) をとると (1 + |ξ|2)s/2v̂ ∈ L2(RN) である．

• S (RN) は L2(RN) で稠密より，ある {vn} ⊂ S (RN) が存在して

v̂n → (1 + |ξ|2)s/2v̂ (n → ∞) in L2(RN)

が成り立つ．

• ŵn = (1 + |ξ|2)−s/2v̂n とすると wn ∈ Hs(RN) であり

∥wn − v∥Hs = ∥(1 + |ξ|2)s/2(ŵn − v̂)∥L2(RN )

= ∥v̂n − (1 + |ξ|2)s/2v̂∥L2(RN ) → 0 (n → ∞)

を得る．!

7.2 Sobolevの埋蔵定理
• m ∈ N ∪ {0} に対して

Cm
b (RN) = {u ∈ Cm(RN) : Dαu ∈ L∞(RN) |α| ≤ m},

∥u∥Cm
b (RN ) =

∑

|α|≤m

sup
x∈RN

|Dαu(x)|

と定める．Cm
b (RN) は ∥ · ∥Cm

b (RN ) をノルムとしてBanach空間となる．

定理 7.5（Sobolevの埋蔵定理）✓ ✏
m ∈ N ∪ {0}, s > N/2 + m とする．このとき Hs(RN) ⊂ Cm

b (RN) であり，ある
C > 0 が存在して

∥u∥Cm
b (RN ) ≤ C∥u∥Hs (∀u ∈ Hs(RN))

が成り立つ．✒ ✑
証明

• m = 0 の場合に示す．

• v ∈ S (RN とすると任意の x ∈ RN に対し

|v(x)| =
∣∣∣∣
∫

RN

eiξ·xv̂(ξ)dξ

∣∣∣∣

≤
∫

RN

(1 + |ξ|2)−s/2(1 + |ξ|2)s/2|v̂(ξ)|dξ

≤
∫

RN

(1 + |ξ|2)−sdξ∥v∥Hs（Schwartzの不等式）
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• 次に s > N/2 より極座標変換を使うと
∫

RN

(1 + |ξ|2)−sdξ = ωN−1

∫ ∞

0

rN−1(1 + r2)−sdr

≤ ωN−1

2s

∫ ∞

0

(1 + r)N−1−2sdr =
ωN−1

2s(N − 2s)
< ∞

ここで (1 + r)2 ≤ 2(1 + r2) したがって (1 + r2)−s ≤ (1/2s)(1 + r)−2s が成り立つ
ことを用いた．

• したがってある C = C(N, s) > 0 が存在して

sup
x∈RN

|v(x)| ≤ C∥v∥Hs (v ∈ S (RN)) (7.2)

が成り立つ．

• 次に (7.2)が全ての v ∈ Hs(RN) に対して成り立つことを見よう．

• v ∈ Hs(RN) とすると定理 7.4より，ある {vn} ⊂ S (RN) が存在して

vn → v (n → ∞) in Hs(RN)

が成り立つ．

• これより

sup
x∈RN

|vn(x)− vm(x)| ≤ C∥vn − vm∥Hs

であるから {vn} は Cb(RN) でCauchy列である．

• Cb(RN) はBanach空間であるから，ある w ∈ Cb(RN) が存在して

vn → w (n → ∞) in Cb(RN)

• w と v が S ′(RN) において一致することを示す．

• ϕ ∈ S (RN) とすると Hölderの不等式を用いれば

⟨vn,ϕ⟩ = (vn,ϕ)L2(RN ) → (w,ϕ)L2(RN ) = ⟨w,ϕ⟩

• 一方

|⟨vn − v,ϕ⟩| = |(vn − v,ϕ)L2(RN )|
= |(v̂n − v̂, ϕ̂)L2(RN )|

=

∣∣∣∣
∫

RN

(1 + |ξ|2)s/2(v̂n(ξ)− v̂(ξ))(1 + |ξ|2)−s/2 ˆ̄ϕ(ξ)dξ

∣∣∣∣

≤ ∥vn − v∥Hs

(∫

RN

(1 + |ξ|2)−s| ˆ̄ϕ(ξ)|2dξ
)1/2

→ 0(n → ∞)
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• したがって ⟨vn,ϕ⟩ → ⟨v,ϕ⟩ (n → ∞) が成り立ち ⟨v,ϕ⟩ = ⟨w,ϕ⟩ (∀ϕ ∈ S (RN))
が成り立つ．

• 以上で v = w が S ′(RN) で成り立つ．最後に v = vn とした (7.2) で n → ∞ と
すれば v ∈ Hs(RN) に対して (7.2)が成り立つことを得る．!
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