
5 Taylorの定理
5.1 平均値の定理（1変数関数）（復習）

• １変数関数 f(x)は aを含む開区間 I で微分可能であるとする．このとき a+h ∈ I
なる任意の h に対して

f(a+ h)− f(a)
h

= f ′(a+ θh) (0 < θ < 1)

なる θ が存在する．この式は変形すると

f(a+ h) = f(a) + f ′(a+ θh)h,

f(x) = f(a) + f ′(c)(x− a) (c は a と x の間)

5.2 Talyorの定理（1変数関数）（復習）
• 関数 f(x) は a を含む開区間 I で n 回微分可能であるとする．このとき

f(x) =
n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k + f (n)(c)

n!
(x− a)n

となる c が a と x の間に存在する．θ = c− a
x− a

とおくと c = a+ θ(x− a) である
からTaylorの定理は以下のようになる：

f(x) =
n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k + f (n)(a+ θ(x− a))

(n)!
(x− a)n

x = a+ h とおけば

f(a+ h) =
n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
hk +

f (n)(a+ θ(x− a))
n!

hn

• 上式の
f (n)(c)

n!
(x− a)n, f

(n)(a+ θ(x− a))
n!

(x− a)n

を剰余項といい Rn と表す．

• f が何回でも微分可能で lim
n→∞

Rn = 0 (n→∞) ならば

f(x) =
∞∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k

が成り立つ．右辺を f の x = a におけるTaylor級数といい f を x = a におけ
るTaylor級数で表すことを f を x = a におけるTaylor級数という．
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5.3 Cn 級，C∞ 級
• 関数 f(x, y) はある開集合 U で定義されているとする．U において第 n 次まで
の偏導関数が存在してそれらが全て連続であるとき f は U で Cn 級であるとい
い f ∈ Cn(U) と表す．また

C∞(U) =
∞⋂
n=0

Cn(U)

である．ただし，C0(U) は U で連続な関数の集合である．

5.4 記号の準備
• 関数 z = f(x, y) は点 (a, b) のある近傍で C1 級とする．このとき

z = f(a+ ht, b+ kt)

に対して合成関数の微分法から

dz

dt
=
∂f

∂x
(a+ ht, b+ kt) · ∂x

∂t
+
∂f

∂y
(a+ ht, b+ kt) · ∂y

∂t

=
∂f

∂x
(a+ ht, b+ kt)h+

∂f

∂y
(a+ ht, b+ kt)k

= h
∂f

∂x
+ k

∂f

∂y
(← x = a+ ht, y = b+ kt が代入されている)

• f の偏導関数 ∂f

∂x
,
∂f

∂y
と定数 h, k を用いてつくる h

∂f

∂x
+ k

∂f

∂y
を

(
h
∂

∂x
+ k

∂

∂y

)
f

と表すことにする．また (
h
∂

∂x
+ k

∂

∂y

)n−1
f (n ≥ 2)

が定義されたとして(
h
∂

∂x
+ k

∂

∂y

)n
f =

(
h
∂

∂x
+ k

∂

∂y

){(
h
∂

∂x
+ k

∂

∂y

)n−1
f

}

と定義する．
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• 例えば f が C2 級ならば(
h
∂

∂x
+ k

∂

∂y

)2

f =

(
h
∂

∂x
+ k

∂

∂y

)(
h
∂f

∂x
+ k

∂f

∂y

)
= h

∂

∂x

(
h
∂f

∂x
+ k

∂f

∂y

)
+ k

∂

∂y

(
h
∂

∂x
+ k

∂

∂y

)
= h2

∂2f

∂x2
+ hk

∂2f

∂x∂y
+ kh

∂2f

∂y∂x
+ k2

∂2f

∂y2

= h2
∂2f

∂x2
+ 2hk

∂2f

∂x∂y
+ k2

∂2f

∂y2

• 一般に z = f(x, y) が Cn 級ならば(
h
∂

∂x
+ k

∂

∂y

)n
f =

n∑
r=0

nCrh
n−rkf

∂nf

∂n−rx∂yr

が成り立つ．

• 以下
[(
h
∂

∂x
+ k

∂

∂y

)n
f

]
(x,y)=(a,b)

を　
(
h
∂

∂x
+ k

∂

∂y

)n
f(a, b) と略記する．

• これを用いると z = f(x, y) が (a, b) の近傍 U で Cn 級で x = a + ht, y = bt の
とき，合成関数 z = f(a+ ht, b + kt) は t の関数として t = 0 の近傍で（実際は
(a+ ht, b+ kt) ∈ U となる t のある開区間で） Cn 級となる．

• このとき

dz

dt
=
∂f

∂x
(a+ ht, b+ kt)h+

∂f

∂y
(a+ ht, b+ kt)k

=

(
h
∂

∂x
+ k

∂

∂y

)
f(a+ ht, b+ kt)

d2z

dt2
=

(
h
∂

∂x
+ k

∂

∂y

)2

f(a+ ht, b+ kt)

dnz

dtn
=

(
h
∂

∂x
+ k

∂

∂y

)n
f(a+ ht, b+ kt)

が成り立つ．
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定理 5.1(Taylorの定理)� �
関数 f(x, y) は点 (a, b) を含む開集合 U で定義された関数で Cn 級とする．このと
き (a, b) と (a+ h, b+ k) を結ぶ線分が U に含まれるならば次の等式を満足する θ
が存在する：

f(a+ h, b+ k) = f(a, b) +
n−1∑
r=1

1

r!

(
h
∂

∂x
+ k

∂

∂y

)r
f(a, b) + Rn,

Rn =
1

n!

(
h
∂

∂x
+ k

∂

∂y

)n
f(a+ θh, b+ θk) (0 < θ < 1)

� �

・

・
・

証明

• 仮定より t の関数

z = f(a+ ht, b+ kt) =: ϕ(t)

が t ∈ [0, 1] に対して定義される．ϕ は (0, 1) で Cn 級である．

• 合成関数の微分法より

ϕ′(t) =
∂f

∂x
(a+ ht, b+ kt)h+

∂f

∂y
(a+ ht, b+ kt)k

=

(
h
∂

∂x
+ k

∂

∂y

)
f(a+ ht, b+ kt)

ϕ(m)(t) =

(
h
∂

∂x
+ k

∂

∂y

)m
f(a+ ht, b+ kt), m = 2, · · · , n

• １変数関数におけるTaylorの定理（a = 0）より

ϕ(t) = ϕ(0) +
n−1∑
r=1

tr

r!
ϕ(r)(0) +

tn

n!
ϕ(n)(θt) (0 < θ < 1)

なる θ が存在する．
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• t = 1 とすることにより

f(a+ h, b+ k) =f(a, b) +
n−1∑
r=1

1

r!

(
h
∂

∂x
+ k

∂

∂y

)r
f(a, b)

+
1

n!

(
h
∂

∂x
+ k

∂

∂y

)n
f(a+ θh, b+ kh)

ここで

Rn =
1

n!

(
h
∂

∂x
+ k

∂

∂y

)n
f(a+ θh, b+ θk)

とおけばよい．□
注 Rn をLagrangeの剰余項という．

• 定理 5.1において (a, b) = (0, 0) とすると次の系を得る：

系 5.2(Maclaurinの定理)� �
関数 f(x, y) は点 (0, 0) を含む開集合 U で定義された関数で Cn 級とする．このと
き (0, 0) と (h, k) を結ぶ線分が U に含まれるならば次の等式を満足する θ が存在
する：

f(h, k) = f(0, 0) +
n−1∑
r=1

1

r!

(
h
∂

∂x
+ k

∂

∂y

)r
f(0, 0) + Rn,

Rn =
1

n!

(
h
∂

∂x
+ k

∂

∂y

)n
f(θh, θk) (0 < θ < 1)

� �
• Taylorの定理・Maclaurinの定理において，h, k に関する r 次の項

1

r!

(
h
∂

∂x
+ k

∂

∂y

)r
f(a, b)

は次のようになる：
1

r!

r∑∑∑
j=0

rCj

∂rf

∂xr−j∂yj
(a, b)hr−jkj

a+ h = x, b+ k = y とすれば

1

r!

r∑∑∑
j=0

rCj

∂rf

∂xr−j∂yj
(a, b)(x− a)r−j(y − b)j

a = 0, b = 0 のとき

1

r!

r∑∑∑
j=0

rCj

∂rf

∂xr−j∂yj
(0,0)xr−jyj
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• r = 1 のときは fx(a, b)(x− a) + fy(a, b)(y − b)

• r = 2 のとき

1

2!
{fxx(a, b)(x− a)2 + 2fxy(a, b)(x− a)(y − b) + fyy(a, b)(y − b)2}

• r = 3 のとき

1

3!
{fxxx(a, b)(x− a)3 + 3fxxy(a, b)(x− a)2(y − b)

+3fxyy(a, b)(x− a)(y − b)2 + fyyy(a, b)(y − b)3}

例題１� �
関数 f(x, y) = x2 − 2xy − 3y2 + 8y − 3 について点 (1, 1) におけるTaylorの定理の
等式をつくれ（f の第３次以上の偏導関数は 0であることに注意すると R3 = 0 と
なる）．� �
解

• fx(x, y) = 2x− 2y, fy(x, y) = −2x− 6y + 8 より

fx(1, 1) = 0, fy(1, 1) = 0

• fxx(x, y) = 2, fxy(x, y) = −2, fyy(x, y) = −6 より

fxx(1, 1) = 2, fxy(1, 1) = −2, fyy(1, 1) = −6

• 第３次以上の偏導関数は 0だからTaylorの定理の等式は

f(x, y)

=f(1, 1) + {fx(1, 1)(x− 1) + fy(1, 1)}

+
1

2!
{fxx(x− 1)2 + 2fxy(x− 1)(y − 1) + fyy(y − 1)2}

=1 +
1

2
{2(x− 1)2 − 4(x− 1)(y − 1)− 6(y − 1)2}

=1 + (x− 1)2 − 2(x− 1)(y − 1)− 3(y − 1)2

例題２� �
関数 f(x, y) = ey log(1 + x) についてMaclaurinの定理の３次の項まで求めよ．� �
解
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•
∂r

∂xr−k∂yk
= ey

∂r−k

∂xr−k
log(1 + x) より

• fx(x, y) =
ey

1 + x
, fy(x, y) = ey log(1 + x)

• fxx(x, y) = −
ey

(1 + x)2
, fxy(x, y) =

ey

1 + x
, fyy(x, y) = ey log(1 + x)

• fxxx(x, y) =
2ey

(1 + x)3
, fxxy(x, y) = −

ey

(1 + x)2
,

fxyy(x, y) = ey log(1 + x), fyyy(x, y) = ey log(1 + x)

• よって

f(0, 0) = 0,

fx(0, 0) = 1, fy(0, 0) = 0,

fxx(0, 0) = −1, fxy(0, 0) = 1, fyy(0, 0) = 0,

fxxx(0, 0) = 2, fxxy(0, 0) = −1, fxyy(0, 0) = 1, fyyy(0, 0) = 0

よって

f(0, 0) + {fx(0, 0)x+ fy(0, 0)y}

+
1

2!
{fxx(0, 0)x2 + 2fxy(0, 0)xy + fyy(0, 0)y

2}

+
1

3!
{fxxx(0, 0)x3 + 3fxxy(0, 0)x

2y + 3fxyy(0, 0)xy
2 + fyyy(0, 0)y

3}

= 0 + (1x+ 0y) +
1

2!
(−x2 + 2xy + 0y2) +

1

3!
{2x3 + 3(−1)x3y + 3 · 1xy2 + 0y3}

= x−
1

2
x2 + xy +

1

3
x3 −

1

2
x2y +

1

2
xy2

例題３� �
関数 f(x, y) = ex−y についてMaclaurinの定理の等式をつくれ．� �
解

•
∂rf

∂xr−k∂yk
(x, y) =

∂r−k

∂xr−k
ex
∂k

∂yk
e−y = (−1)kexe−y = (−1)kex−y より

∂rf

∂xr−k∂yk
(0, 0) = (−1)k, ∂rf

∂xr−k∂yk
(θx, θy) = (−1)keθ(x−y)

である．
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• Maclaurinの定理の r 次の項は

1

r!

r∑
k=0

rCk
∂rf

∂xr−k∂yk
(0, 0)xr−kyk =

1

r!

r∑
k=0

rCkx
r−k(−y)k = 1

r!
(x− y)r

したがって

1 + (x− y) +
1

2!
(x− y)2 + · · ·+

1

(n − 1)!
(x− y)n−1

+
1

n!
eθ(x−y)(x− y)n
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