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R または C を K とする．

1. X が K 上のベクトル空間であるとき，x ∈ X に対して，実数 ∥x∥ が定められているとする．
∥x∥ がノルムであること（つまり (X, ∥ · ∥) がノルム空間であること）の定義を述べよ．また，
ノルム空間においてノルムから距離をどのように定義すれば距離空間となりますか？

2. (X, ∥ · ∥) が K 上のノルム空間であるとき |∥x∥ − ∥y∥| ≤ ∥x− y∥ (x, y ∈ X)を証明せよ．

3. (X, ∥ · ∥) が K 上のノルム空間であるとき，X の点列 {xn} がCauchy列であることの定義を述
べよ．

4. ノルム空間 (X, , ∥ · ∥) がBanach空間であることの定義を述べよ．

5. (X, ∥ · ∥X), (Y, ∥ · ∥Y ) を K 上のノルム空間とするとき，X × Y は次のように定義される：

X × Y = {(x, y) : x ∈ X, y ∈ Y }

また，和を (x1, y1) + (x2 + y2) = (x1 + x2, y1 + y2)，スカラー倍を α(x, y) = (αx, αy) で定義す
ると X × Y はベクトル空間となる（証明不要）．このとき (x, y) に対して

∥(x, y)∥X×Y = ∥x∥X + ∥y∥Y

とすると ∥ · ∥X×Y は X × Y はこのノルムに関してノルム空間となることを示せ．さらに X, Y

がBanach空間であれば X × Y もBanach空間であることを示せ．

6. Youngの不等式を述べよ．

7. p, q > 1 が 1

p
+

1

q
= 1 を満たすとき，

x ≤ xp

p
+

1

q
(x ≥ 0)

が成り立つことを (Youngの不等式を用いずに)証明せよ．

8. 数列についてのHölderの不等式，Minkowskiの不等式を述べよ．

9. 数列空間 c, c0, l
p(1 ≤ p < ∞), l∞ の定義をそのノルムとともに述べよ．

10. (Hölderの不等式の３つ ver) p, q, r > 0 は 1
p
+ 1

q
+ 1

r
= 1 を満たすとする．また，数列 {xn},

{yn}, {zn} は
∞∑
n=1

|xn|p < ∞,
∞∑
n=1

|yn|q < ∞,

∞∑
n=1

|zn|r < ∞

を満たすとする．このとき
∞∑
n=1

|znynzn| ≤

(
∞∑
n=1

|xn|p
)1/p( ∞∑

n=1

|yn|q
)1/q( ∞∑

n=1

|zn|r
)1/r

が成り立つことを示せ．普通のHölderの不等式は用いてよい．
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Hint 1:
∞∑
n=1

|ynzn|
p

p−1 < ∞ であることを普通の場合のHölderの不等式で示す．その際 p
(p− 1)q

+

p
(p− 1)r

= 1 つまり 1
p−1
p
q
+ 1

p−1
p
r

= 1 に注意する．

Hint 2: 1
q1

= 1− 1
p
とすると上の事実から

∞∑
n=1

|ynzn|q1 < ∞ であるから |xnynzn| を |xn||ynzn| と

みて Hölderの不等式を使う．
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