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■巻頭言■

昨年度、総合理学研究所は前身である知識情報研究

所の開設（1986 年 4 月）から 30 周年を迎えました。

その間、「理学」に関する学問領域の発展に寄与する

とした総合理学研究所の役割を着実に果たしてきま

した。また、総合理学研究所の機関誌である「Science 
Journal of Kanagawa University」は、2005 年の研

究所報告書（年報）からの改編を経て学術雑誌とし

ての体裁を整え、2007 年度には電子化により研究

所のホームページからの閲覧が可能となり、さらに

2010 年度には神奈川大学図書館からも閲覧できる

ようになりました。このような「Science Journal of 
Kanagawa University」の充実は総合理学研究所の

発展の証でもあります。そして今回、横浜地区でそ

の日を迎えることが決定的な 40 周年に向けて歩みだ

した総合理学研究所のさらなる躍進を期し、すべて

の所員が個々の研究報告あるいは教育研究を著した

論文を一冊にまとめた特集号を「総合理学研究所開

設 30 周年記念論文集」として出版する運びとなりま

した。

　学校法人として 2028 年に創立 100 周年を迎える

本校は、その将来像として「教育と研究との融和に

よる 21 世紀における『真の実学』を実現し、地域

社会そして地球規模の課題を解決する学園を目指す」

と謳っています。この目標を達成するためには、「理

学」の力は欠かせないものであり、その発展に寄与

する総合理学研究所の役割は益々重要となってきま

す。その新たな歩みを祈念して、ほぼすべての所員

が単著で著した論文をまとめた本記念号は、編集長

である私の予想をはるかに超える読み応えのあるも

のになりました。本記念号が多くの皆様にご愛読い

ただけることを願ってやみません。

　最後に、ご寄稿いただいたすべての所員の皆様に

改めて感謝申し上げるとともに総合理学研究所の発

展に引き続きご尽力いただきますようお願い申し上

げます。なお、本記念号は教職課程の授業担当者と

して必要とされる条件（単著論文が一編以上）に適

うものであり、教職課程再課程認定審査の合格に資

するものでもあります。

30 周年記念号の発刊によせて

川本達也

神奈川大学総合理学研究所　所長

On the Occasion of Publication of the 30th Anniversary Special Issue

Tatsuya Kawamoto
Director of the Research Institute for Integrated Science, Kanagawa University
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■原著（短報）■

Abstract:  Most students have little knowledge of Mathematical Logic when they enter uni-
versity. The truth value of the formula P  → Q erades many students. We propose a method to 
help them understand the reason why P  → Q is true whenever P is false.
Keywords:  mathematical logic, truth value, well-order, recursion 

数理論理と日常感覚

阿部吉弘 1, 2

Mathematical Logic and Everyday Sense

Yoshihiro Abe1, 2

1 Department of Mathematics and Physics, Faculty of Sciences, Kanagawa University, Hiratsuka City, 
Kanagawa 259-1293, Japan

2 To whom correspondence shoud be addressed. E-mail: abey0001@kanagawa-u.ac.jp
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うに思われる。人類 700（800）万年と言われるが、

学問が成立してからは、僅か数千年。思考様式は、

日常生活を円滑に営む為の適応を遂げてきたのでは

ないか。そう考えると、数学に限らず、勉強はやは

り難しいとなる。これをむしろ、勉学に苦労してい

る学生の励ましに使いたい。
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■報告書■

Abstract:  We shall study the transformation formula of a theta function arising from an 
investigation of a quaternion algebra. The automorphic factor of the theta function will be ex-
pressed in terms of a certain kind of Gauss sum, and a reciprocity formula of the Gauss sum 
will be given.
Keywords:  theta function, Gauss sum, quadratic residue symbol.

四元数環と関連するあるテータ関数の保型因子について

伊藤　博 1, 2

On the Automorphic Factor of a Theta Function Associated with 
a Quaternion Algebra

Hiroshi Ito1, 2

1 Department of Mathematics and Physics, Faculty of Sciences, Kanagawa University, Hiratsuka City, 
Kanagawa 259-1293, Japan

2 To whom correspondence shoud be addressed. E-mail: itouh023@kanagawa-u.ac.jp

はじめに
上半平面のテータ関数 

について、その cusp における極限値

はガウス和　　　　　　　　　　、したがって　

簡単な因子を除けば平方剰余記号の値 （－） （a = 2ja', 
(a', 2) = 1）である。また、テータ関数は SL (2, )
の元σで、2 を法とする適当な合同条件を満たすも

のに関する保型性を有している。したがって、極限

値 (1) はθ(z) の保型性に見合った性質をもつことに

なるが、この性質が平方剰余の相互法則である 1,2)。

テータ関数と平方剰余相互法則とのこのような関係

は、一般の代数体K について認識されており 1,3)、さ

らにK が  または虚 2 次体の場合には、テータ関数

の対数とデデキント和の関連も調べられている 4-6)。

　Kubota3) は、ある意味でθ(z) と同様な素性を持つ

と見られるテータ関数で、四元数環の元を成分とす

る行列に関する保型性を持つものを考察して、その

cusp における極限値は「四元数環の平方剰余記号と

でもいうべきものを定めている」が、これが「どの

程度の意味をもつものかはまだよくわからない」と

記している（Kubota3) § 1.7）。

　本稿では、上記の問題に対する理解を深めるため

に、特別な四元数体

に関係する場合について、問題の極限値がどのよう

なガウス和であるかを明らかにし、またこのガウス

和が満たす相互法則を定式化してみる。

テータ関数
まず、Kubota3) の論文中の§1.7 で考察されている

テータ関数を、上記の四元数体A の場合に書き下す。

k = ij とし、

とおく。  の元 

に対して、

として、実４次元の空間

上の関数 　　を次で定義する：

b
a'
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右辺の収束性は 

からわかる。このテータ関数は、

で定義される　　の４次 Siegel 上半平面 　 への埋

め込み     による　 上のテータ関数

の引き戻しである。但し、

で（ I  は４次単位行列）、　　  　について、　    　　

　　　 を次で定める：

いま、　 の元を成分とする２次正方行列

をみたすもの全体がなす群をG として、次の図式を

考える。

ここで、まず 　　　　 の元 σ＝ （　  　）と 　 の元 
Z に対して、

　　　σ･Z = (AZ + B)(CZ + D)-1

として、　　　　　　　　とおく。また、G の元

　　　　　　　　　と 　 の元     に対して、

  　
とおいて、　　                   とする。さらに、

とする。このとき、Kubota3)で説明されているように、

上の図式は可換となる。さらに、　　　　    の元　　

σ＝ （　　） で、tAB および tCD の対角成分がすべ

て偶数であるようなものに対して、

の形の変換公式が成り立つ。いまG の元

σ =（　　  ） で、

なるもの全体がなす群をΓとすれば、上述のことか

ら、Γの元　σ =（　　  ） に対して、

の形の変換公式が成り立つことが導かれる。この 　
が、我々の研究対象である保型因子である。式 (2) 
より、

がわかる。

ガウス和
テータ関数の極限値を考察することにより、　　のガ

ウス和による表示を求めてみる。まず、Poisson の
和公式を用いた計算より、

がわかる。但し、　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　とし、このようなX に対して、 

とおく（　　　 は 　 の部分加群　　に関する剰余

類の集合）。

　式 (2) で　　　 　　　　 とおき、　　　　 とする

ことにより、　　 を計算する。まず、

と若干の評価により、

いま、例えば  (mode2) なら、  　　　

の“分母”は δ ゆえ、(3) より、上の極限値は

 に等しい。よって、

で、(2) よりこれは  に等しい。と

ころで、  について  であるこ

とが容易にわかり、これから

　　

を知る。ゆえに、

A B
C D

AB
CD
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となる。合同条件 (mode2) を満たさ

ない  についても、 に対するほぼ同様な式

を示すことができる。

　ガウス和 G0(X) が満たす相互法則についても考察

しておく。式 (2) で とすると、

　　　

こ こ で、 で
tX=X なるX をとり、上で とし

た式を作って両辺の での極限値を比べる。

まず左辺については、

　　

を用いた若干の評価をすると、

　　　

で、いま簡単のため  とすれば

の”分母”は  ゆえ、上の極

限値は に等しいことが (3) か

らわかる。また、右辺については、 

　　　

である。ゆえに、相互法則

　　

を得る。

おわりに
冒頭に記したように、  の四元数環の整数論との関連

における意味はまだ解明されていない。Kubota7) と照

らし合せると、準同型  の核が合同

部分群であるかなどという疑問も自然に湧いてくる。
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■教育論文■

はじめに 
本稿の著者は現所属先において教職課程「教科に関

する科目」の「確率と統計」に関連する講義として

「確率論Ⅰ」、「確率論Ⅱ」、「確率過程論」等を担当し

ている。確率の概念は、不確定な現象を含む社会現

象や自然現象のモデル化や分析に幅広く応用されて

いる。例えばヒト、モノ、データ（これらをまとめ

て客と呼ぶ）の滞留現象を表現した待ち行列モデル

などが挙げられる。

　待ち行列モデルは古くは電話交換機の評価の手法

として提案され、滞留現象のモデル化と解析の手法

として発展してきた。滞留は日常生活でごく身近に

観察される現象であり、確率に関する興味深い応用

事例として教育現場での活用も期待できる 1)。本稿

では確率モデルないしは待ち行列モデルの適用例と

して図書館を取り上げ、モデル化や分析に関する過

去の教育、研究事例 2, 3) を紹介する。

移動集密書庫の待ち行列モデル
はじめに著者らが研究している図書館の移動集密書

庫の待ち行列モデルの解析事例を紹介する。

　移動集密書庫とは図書館等で資料の収蔵に用いら

れるシステムである。複数の書庫がレール上に設置

されており、利用者が資料ないしそれが収蔵された

書庫を指定すると、書庫がレール上を移動すること

で通路を確保し、利用者は資料にアクセスすること

ができる。移動集密書庫は 1 つの書庫に対して 1 通

路が対応する固定式の書庫に比べ同一面積でより多

くの書庫を配置できる利点がある。一方で利用の際

には少数の通路を利用者が占有するため、後続の利

用者が即時にサービスを受けることができない、待

ち状況が生じる可能性がある。

　著者はこれまで移動集密書庫に対しいくつかの待

ち行列モデルを提案し、解析を試みている 2)。その

結果の一部を紹介する。利用者（以後、客と呼ぶ）

は開区間 (0, l) 上の 1 点をサービス位置として要求す

る。客のサービスを行うサーバは開区間上を客の要

求する位置まで移動してサービスを行う。客はサー

ビスを受ける間はサーバを占有し、終了後は開放し

て退去する。このモデルではサーバは集密書庫にお

ける通路に、客が要求するサービス位置はアクセス

する資料を収蔵している書庫に対応している。サー

バは複数個持つことができる。ただしサーバの移動

は開区間上の順序関係を変更することができない制

約を持つとする。例えば 2 個のサーバ（サーバ 1,2）

を持つモデルにおいて、時刻 t でのサーバの位置を

は開区間上の順序関係を変更することができない制

約を持つとする。例えば 2 個のサーバ（サーバ 1,2）
を持つモデルにおいて、時刻�でのサーバの位置を

��(�), ��(�)とおくと、� � ��(�) � ��(�) � �の関係を

常に満たす。この順序制約から客の要求サービス位

置によっては待機状態のサーバがいてもそのサーバ

が要求位置まで動けず、待ち状況が生じる。客が到

着したときにサーバが全て稼働中である、あるいは

サーバの順序制約により即時にサービスを受けられ

ない場合は退去、まないし待ち行列で待つなどが考

えられるが、ここでは客はサービスを受けずに退去

すると仮定する。 
 解析にあたりいくつかの仮定をおいた。客の要求

サービス位置は(0,l)一様分布に従うとする。サーバ

を 2 個持ち、客のサービス時間を率μの指数分布に

従うとする。客の到着過程を率λのポアソン過程と

する。2 個のサーバがともにアイドル状態のとき客

が(0,l/2)のサービス位置を要求したときはサーバ 1
が、それ以外の位置のときはサーバ 2 がサービスを

行う。このシステムの状態は 3 種類に分類できる。

すなわち(i)システムに客がいない状態、(ii)サーバ 1
が位置� � (�, �)でサービスを行い、サーバ 2 が待機

状態であるとき、(ii)’サーバ 2 が位置� � (�, �)でサー

ビスを行い、サーバ 1 が待機状態であるとき、(iii)
サーバ 1,2 がそれぞれ位置�, � � (�, �)でサービスを

行っている状態である。待ち行列の挙動はこれら 4
種類の状態間を推移する連続時間連続状態のマルコ

フ過程で記述できる。 (i)の平衡状態確率を��、
(ii),(ii)’,(iii)の平衡状態における確率密度をそれぞれ

��(�), ��(�), ��(�, �)とおくと、平衡方程式を解くこと

で以下の定常状態確率を得る。 
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資料の貸出モデル 
教育的な側面も考慮したテーマとして卒業研究の事

例 3)を紹介する。図書館に収蔵されている資料を館

外に貸し出すとき、その資料が一定期間に何回貸し

出されているかの確率分布を考えたい。ここで 1 つ

の資料に注目する。この資料は貸し出し可能期間と

貸し出し不能期間を交互に繰り返す。それぞれの期

間が独立で 2 種類の確率分布に従うと仮定すると、

資料の利用可、不可の時間経過は再生過程として扱

うことができる。貸し出しされるまでの期間の確率

分布を F、返却されるまでの期間の確率分布を G と

おくと、�期間における貸し出し回数�(�)の補分布は 
�(�(�) � �) � (��� � �)(�)    (1) 

である。ここで*はたたみこみを表し、� � � � �、���

は�の�重たたみこみとする。式(1)から任意の期間に

ついて貸し出し回数分布を導出できる。ただしたた

みこみの計算は一般に煩雑で、数式として陽な形が

得られるものは再生性を利用できる分布に限られる。

例えば貸し出しまでの期間を率λの指数分布、貸し

出し期間を一定�としたとき、式(1)はガンマ分布

Γ(�, �)の分布関数Γ�を用いて 
�(�(�) � �) � Γ���(� � ��)     

を得る。資料の利用頻度に関しては実データを用い

た研究がなされており、所蔵してから日数を経過す

るにつれ貸し出し頻度は急速に減少し、一定値に収

束することが知られている。この性質を用いて利用

者サービスの改善を検討することができる。例えば

貸し出し期間については公立図書館においては 2 週

間前後が一般的であるが経年数が浅く、比較的貸し

出し頻度の高い資料においては返却期間を短くする

ことで回転率を高くするとともに利用者サービスの

改善を図るなどが考えられる。 
 
おわりに 
図書館を例に確率過程の枠組みでモデル化する事例

を二つ挙げた。他にも運営者の視点、利用者の視点

などにより複数のモデルを考えることができる。 
 
文献 
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を常に満たす。この順序制約から客の要求サービス

位置によっては待機状態のサーバがいてもそのサー

バが要求位置まで動けず、待ち状況が生じる。客が

到着したときにサーバが全て稼働中である、あるい
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はサーバの順序制約により即時にサービスを受けら

れない場合は退去、まないし待ち行列で待つなどが

考えられるが、ここでは客はサービスを受けずに退

去すると仮定する。

　解析にあたりいくつかの仮定をおいた。客の要求

サービス位置は (0, l) 一様分布に従うとする。サー

バを 2 個持ち、客のサービス時間を率μの指数分布

に従うとする。客の到着過程を率λのポアソン過程

とする。2 個のサーバがともにアイドル状態のとき

客が (0, l/2) のサービス位置を要求したときはサー

バ 1 が、それ以外の位置のときはサーバ 2 がサービ

スを行う。このシステムの状態は 3 種類に分類でき

る。すなわち (i) システムに客がいない状態、(ii) サ

ーバ 1 が位置 

は開区間上の順序関係を変更することができない制

約を持つとする。例えば 2 個のサーバ（サーバ 1,2）
を持つモデルにおいて、時刻�でのサーバの位置を
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えられるが、ここでは客はサービスを受けずに退去
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すなわち(i)システムに客がいない状態、(ii)サーバ 1
が位置� � (�, �)でサービスを行い、サーバ 2 が待機

状態であるとき、(ii)’サーバ 2 が位置� � (�, �)でサー

ビスを行い、サーバ 1 が待機状態であるとき、(iii)
サーバ 1,2 がそれぞれ位置�, � � (�, �)でサービスを

行っている状態である。待ち行列の挙動はこれら 4
種類の状態間を推移する連続時間連続状態のマルコ

フ過程で記述できる。 (i)の平衡状態確率を��、
(ii),(ii)’,(iii)の平衡状態における確率密度をそれぞれ

��(�), ��(�), ��(�, �)とおくと、平衡方程式を解くこと

で以下の定常状態確率を得る。 
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資料の貸出モデル 
教育的な側面も考慮したテーマとして卒業研究の事

例 3)を紹介する。図書館に収蔵されている資料を館

外に貸し出すとき、その資料が一定期間に何回貸し

出されているかの確率分布を考えたい。ここで 1 つ

の資料に注目する。この資料は貸し出し可能期間と

貸し出し不能期間を交互に繰り返す。それぞれの期

間が独立で 2 種類の確率分布に従うと仮定すると、

資料の利用可、不可の時間経過は再生過程として扱

うことができる。貸し出しされるまでの期間の確率

分布を F、返却されるまでの期間の確率分布を G と

おくと、�期間における貸し出し回数�(�)の補分布は 
�(�(�) � �) � (��� � �)(�)    (1) 

である。ここで*はたたみこみを表し、� � � � �、���

は�の�重たたみこみとする。式(1)から任意の期間に

ついて貸し出し回数分布を導出できる。ただしたた

みこみの計算は一般に煩雑で、数式として陽な形が

得られるものは再生性を利用できる分布に限られる。

例えば貸し出しまでの期間を率λの指数分布、貸し

出し期間を一定�としたとき、式(1)はガンマ分布

Γ(�, �)の分布関数Γ�を用いて 
�(�(�) � �) � Γ���(� � ��)     

を得る。資料の利用頻度に関しては実データを用い

た研究がなされており、所蔵してから日数を経過す

るにつれ貸し出し頻度は急速に減少し、一定値に収

束することが知られている。この性質を用いて利用

者サービスの改善を検討することができる。例えば

貸し出し期間については公立図書館においては 2 週

間前後が一般的であるが経年数が浅く、比較的貸し

出し頻度の高い資料においては返却期間を短くする

ことで回転率を高くするとともに利用者サービスの

改善を図るなどが考えられる。 
 
おわりに 
図書館を例に確率過程の枠組みでモデル化する事例

を二つ挙げた。他にも運営者の視点、利用者の視点

などにより複数のモデルを考えることができる。 
 
文献 
1) Ken’ichi Katou and Yukio Tkahashi, A queueing 

model for customers requesting service positions 
at a counter, J. of Operations Research Society 
Japan, 2016, 59-2: 147-173. 

2) 加藤憲一，計算機を用いた確率論の教育支援法につ

いて, 神奈川大学心理・教育論集, 41: 131-135. 
3) 川代隼司，返却期間を考慮した図書の貸出モデル, 

神奈川大学理学部 2016 年度卒業研究. 

 (0, l) でサービスを行い、サーバ 2
が待機状態であるとき、(ii)’サーバ 2 が位置 

は開区間上の順序関係を変更することができない制

約を持つとする。例えば 2 個のサーバ（サーバ 1,2）
を持つモデルにおいて、時刻�でのサーバの位置を

��(�), ��(�)とおくと、� � ��(�) � ��(�) � �の関係を

常に満たす。この順序制約から客の要求サービス位

置によっては待機状態のサーバがいてもそのサーバ

が要求位置まで動けず、待ち状況が生じる。客が到

着したときにサーバが全て稼働中である、あるいは

サーバの順序制約により即時にサービスを受けられ

ない場合は退去、まないし待ち行列で待つなどが考

えられるが、ここでは客はサービスを受けずに退去

すると仮定する。 
 解析にあたりいくつかの仮定をおいた。客の要求

サービス位置は(0,l)一様分布に従うとする。サーバ

を 2 個持ち、客のサービス時間を率μの指数分布に

従うとする。客の到着過程を率λのポアソン過程と

する。2 個のサーバがともにアイドル状態のとき客

が(0,l/2)のサービス位置を要求したときはサーバ 1
が、それ以外の位置のときはサーバ 2 がサービスを

行う。このシステムの状態は 3 種類に分類できる。

すなわち(i)システムに客がいない状態、(ii)サーバ 1
が位置� � (�, �)でサービスを行い、サーバ 2 が待機

状態であるとき、(ii)’サーバ 2 が位置� � (�, �)でサー

ビスを行い、サーバ 1 が待機状態であるとき、(iii)
サーバ 1,2 がそれぞれ位置�, � � (�, �)でサービスを

行っている状態である。待ち行列の挙動はこれら 4
種類の状態間を推移する連続時間連続状態のマルコ

フ過程で記述できる。 (i)の平衡状態確率を��、
(ii),(ii)’,(iii)の平衡状態における確率密度をそれぞれ

��(�), ��(�), ��(�, �)とおくと、平衡方程式を解くこと

で以下の定常状態確率を得る。 

�� � �(1 � �)� � (2 � �) log
�1 � 1

2��
�

1 � � �
��

, 

��(�) �

�
��
�
�
��
�
� ����� �

(2 � �)�
� � �(� � �) � log � � ��

� � �(� � �) � ��� ,

� � � � 1
2 �,

������ �
(2 � �)�

� � �(� � �) � log � � ��
� � �(� � �) � ��� ,

	12 � � � � �,

 

��(�) � ��(� � �), � � � � �, 
��(�, �) � �������(�) � ��(�)�, � � � � � � �� 

ここで	� � �
�� , �� �

�
��� ��, �� � 2 � � � log(1 � �). 

 

資料の貸出モデル 
教育的な側面も考慮したテーマとして卒業研究の事

例 3)を紹介する。図書館に収蔵されている資料を館

外に貸し出すとき、その資料が一定期間に何回貸し

出されているかの確率分布を考えたい。ここで 1 つ

の資料に注目する。この資料は貸し出し可能期間と

貸し出し不能期間を交互に繰り返す。それぞれの期

間が独立で 2 種類の確率分布に従うと仮定すると、

資料の利用可、不可の時間経過は再生過程として扱

うことができる。貸し出しされるまでの期間の確率

分布を F、返却されるまでの期間の確率分布を G と

おくと、�期間における貸し出し回数�(�)の補分布は 
�(�(�) � �) � (��� � �)(�)    (1) 

である。ここで*はたたみこみを表し、� � � � �、���

は�の�重たたみこみとする。式(1)から任意の期間に

ついて貸し出し回数分布を導出できる。ただしたた

みこみの計算は一般に煩雑で、数式として陽な形が

得られるものは再生性を利用できる分布に限られる。

例えば貸し出しまでの期間を率λの指数分布、貸し

出し期間を一定�としたとき、式(1)はガンマ分布

Γ(�, �)の分布関数Γ�を用いて 
�(�(�) � �) � Γ���(� � ��)     

を得る。資料の利用頻度に関しては実データを用い

た研究がなされており、所蔵してから日数を経過す

るにつれ貸し出し頻度は急速に減少し、一定値に収

束することが知られている。この性質を用いて利用

者サービスの改善を検討することができる。例えば

貸し出し期間については公立図書館においては 2 週

間前後が一般的であるが経年数が浅く、比較的貸し

出し頻度の高い資料においては返却期間を短くする

ことで回転率を高くするとともに利用者サービスの

改善を図るなどが考えられる。 
 
おわりに 
図書館を例に確率過程の枠組みでモデル化する事例

を二つ挙げた。他にも運営者の視点、利用者の視点

などにより複数のモデルを考えることができる。 
 
文献 
1) Ken’ichi Katou and Yukio Tkahashi, A queueing 

model for customers requesting service positions 
at a counter, J. of Operations Research Society 
Japan, 2016, 59-2: 147-173. 

2) 加藤憲一，計算機を用いた確率論の教育支援法につ

いて, 神奈川大学心理・教育論集, 41: 131-135. 
3) 川代隼司，返却期間を考慮した図書の貸出モデル, 

神奈川大学理学部 2016 年度卒業研究. 

 (0, 
l) でサービスを行い、サーバ 1 が待機状態であると

き、(iii) サーバ 1,2 がそれぞれ位置 

は開区間上の順序関係を変更することができない制

約を持つとする。例えば 2 個のサーバ（サーバ 1,2）
を持つモデルにおいて、時刻�でのサーバの位置を

��(�), ��(�)とおくと、� � ��(�) � ��(�) � �の関係を

常に満たす。この順序制約から客の要求サービス位

置によっては待機状態のサーバがいてもそのサーバ

が要求位置まで動けず、待ち状況が生じる。客が到

着したときにサーバが全て稼働中である、あるいは

サーバの順序制約により即時にサービスを受けられ

ない場合は退去、まないし待ち行列で待つなどが考

えられるが、ここでは客はサービスを受けずに退去

すると仮定する。 
 解析にあたりいくつかの仮定をおいた。客の要求

サービス位置は(0,l)一様分布に従うとする。サーバ

を 2 個持ち、客のサービス時間を率μの指数分布に

従うとする。客の到着過程を率λのポアソン過程と

する。2 個のサーバがともにアイドル状態のとき客

が(0,l/2)のサービス位置を要求したときはサーバ 1
が、それ以外の位置のときはサーバ 2 がサービスを

行う。このシステムの状態は 3 種類に分類できる。

すなわち(i)システムに客がいない状態、(ii)サーバ 1
が位置� � (�, �)でサービスを行い、サーバ 2 が待機

状態であるとき、(ii)’サーバ 2 が位置� � (�, �)でサー

ビスを行い、サーバ 1 が待機状態であるとき、(iii)
サーバ 1,2 がそれぞれ位置�, � � (�, �)でサービスを

行っている状態である。待ち行列の挙動はこれら 4
種類の状態間を推移する連続時間連続状態のマルコ

フ過程で記述できる。 (i)の平衡状態確率を��、
(ii),(ii)’,(iii)の平衡状態における確率密度をそれぞれ

��(�), ��(�), ��(�, �)とおくと、平衡方程式を解くこと

で以下の定常状態確率を得る。 

�� � �(1 � �)� � (2 � �) log
�1 � 1

2��
�

1 � � �
��

, 

��(�) �

�
��
�
�
��
�
� ����� �

(2 � �)�
� � �(� � �) � log � � ��

� � �(� � �) � ��� ,

� � � � 1
2 �,

������ �
(2 � �)�

� � �(� � �) � log � � ��
� � �(� � �) � ��� ,

	12 � � � � �,

 

��(�) � ��(� � �), � � � � �, 
��(�, �) � �������(�) � ��(�)�, � � � � � � �� 

ここで	� � �
�� , �� �

�
��� ��, �� � 2 � � � log(1 � �). 

 

資料の貸出モデル 
教育的な側面も考慮したテーマとして卒業研究の事

例 3)を紹介する。図書館に収蔵されている資料を館

外に貸し出すとき、その資料が一定期間に何回貸し

出されているかの確率分布を考えたい。ここで 1 つ

の資料に注目する。この資料は貸し出し可能期間と

貸し出し不能期間を交互に繰り返す。それぞれの期

間が独立で 2 種類の確率分布に従うと仮定すると、

資料の利用可、不可の時間経過は再生過程として扱

うことができる。貸し出しされるまでの期間の確率

分布を F、返却されるまでの期間の確率分布を G と

おくと、�期間における貸し出し回数�(�)の補分布は 
�(�(�) � �) � (��� � �)(�)    (1) 

である。ここで*はたたみこみを表し、� � � � �、���

は�の�重たたみこみとする。式(1)から任意の期間に

ついて貸し出し回数分布を導出できる。ただしたた

みこみの計算は一般に煩雑で、数式として陽な形が

得られるものは再生性を利用できる分布に限られる。

例えば貸し出しまでの期間を率λの指数分布、貸し

出し期間を一定�としたとき、式(1)はガンマ分布

Γ(�, �)の分布関数Γ�を用いて 
�(�(�) � �) � Γ���(� � ��)     

を得る。資料の利用頻度に関しては実データを用い

た研究がなされており、所蔵してから日数を経過す

るにつれ貸し出し頻度は急速に減少し、一定値に収

束することが知られている。この性質を用いて利用

者サービスの改善を検討することができる。例えば

貸し出し期間については公立図書館においては 2 週

間前後が一般的であるが経年数が浅く、比較的貸し

出し頻度の高い資料においては返却期間を短くする

ことで回転率を高くするとともに利用者サービスの

改善を図るなどが考えられる。 
 
おわりに 
図書館を例に確率過程の枠組みでモデル化する事例

を二つ挙げた。他にも運営者の視点、利用者の視点

などにより複数のモデルを考えることができる。 
 
文献 
1) Ken’ichi Katou and Yukio Tkahashi, A queueing 

model for customers requesting service positions 
at a counter, J. of Operations Research Society 
Japan, 2016, 59-2: 147-173. 

2) 加藤憲一，計算機を用いた確率論の教育支援法につ

いて, 神奈川大学心理・教育論集, 41: 131-135. 
3) 川代隼司，返却期間を考慮した図書の貸出モデル, 

神奈川大学理学部 2016 年度卒業研究. 

でサービ
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間が独立で 2 種類の確率分布に従うと仮定すると、

資料の利用可、不可の時間経過は再生過程として扱

うことができる。貸し出しされるまでの期間の確率

分布を F、返却されるまでの期間の確率分布を G と
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�(�(�) � �) � (��� � �)(�)    (1) 
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ついて貸し出し回数分布を導出できる。ただしたた

みこみの計算は一般に煩雑で、数式として陽な形が

得られるものは再生性を利用できる分布に限られる。

例えば貸し出しまでの期間を率λの指数分布、貸し
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者サービスの改善を検討することができる。例えば

貸し出し期間については公立図書館においては 2 週

間前後が一般的であるが経年数が浅く、比較的貸し

出し頻度の高い資料においては返却期間を短くする

ことで回転率を高くするとともに利用者サービスの

改善を図るなどが考えられる。 
 
おわりに 
図書館を例に確率過程の枠組みでモデル化する事例

を二つ挙げた。他にも運営者の視点、利用者の視点
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資料の貸出モデル 
教育的な側面も考慮したテーマとして卒業研究の事

例 3)を紹介する。図書館に収蔵されている資料を館
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出されているかの確率分布を考えたい。ここで 1 つ

の資料に注目する。この資料は貸し出し可能期間と

貸し出し不能期間を交互に繰り返す。それぞれの期

間が独立で 2 種類の確率分布に従うと仮定すると、

資料の利用可、不可の時間経過は再生過程として扱

うことができる。貸し出しされるまでの期間の確率

分布を F、返却されるまでの期間の確率分布を G と

おくと、�期間における貸し出し回数�(�)の補分布は 
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は�の�重たたみこみとする。式(1)から任意の期間に
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を得る。資料の利用頻度に関しては実データを用い

た研究がなされており、所蔵してから日数を経過す

るにつれ貸し出し頻度は急速に減少し、一定値に収

束することが知られている。この性質を用いて利用

者サービスの改善を検討することができる。例えば

貸し出し期間については公立図書館においては 2 週

間前後が一般的であるが経年数が浅く、比較的貸し

出し頻度の高い資料においては返却期間を短くする

ことで回転率を高くするとともに利用者サービスの

改善を図るなどが考えられる。 
 
おわりに 
図書館を例に確率過程の枠組みでモデル化する事例

を二つ挙げた。他にも運営者の視点、利用者の視点

などにより複数のモデルを考えることができる。 
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Abstract:  At the begining of a course of geometry, it is usually difficult for undergraduate 
students to understand the notion of abstract metric spaces. In this short note, as an introduc-
tion to metric spaces, we propose the drawing of pictures (e.g. unit circles) depending on met-
rics on a plane.
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平面における距離に依存するいろいろな図形について
－幾何学における距離空間の導入として－
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図 1．平面のユークリッドの距離．

この図を作図すると図２のようになる。

はじめに
平面と空間の幾何学（ユークリッド幾何）を高等学校

において学習する際に、平面や空間の 2 点がどれくら

いの近さにあるかを表現するための道具としてユーク

リッドの距離が導入されている。念のため復習すると、

図 1 のように、平面の 2 点
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2 = 0 · · · (L)
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2
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注意 1．

ユークリッドの距離

と図 3 のようになる。
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d(fn, f0) → 0 fn(x) (I)

f0

1. X d : X × X → R
x, y, z ∈ X × X (M1), (M2), (M3)

d X (X, d)

(M1) d(x, y) ≥ 0, d(x, y) = 0 ↔ x = y

(M2) d(x, y) = d(y, x)

(M3) d(x.z) ≤ d(x, y) + d(y, z) ( )

2

2

2

dp,q

2
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2 dp,q

dp,q(x, y) =
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(M3) dp,q

d (∗)
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1. f : R2 → R2
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√
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√
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f : R2 → R2 y = x
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6 d1,2(x, y) ̸= d1,2(f(x), f(y))
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練習 1．

例題 2．

練習 2．

命題 1．

例題 3．

図 5．

図 3．2 点s,t の垂直 2 等分線L(s,t)． 図 4．L2,4(s,t) は赤色，L4,2(s,t) は紫色の直線．

に作図すると図 4 のようになる。

から 1 の距離にある点の集合）は次のように書ける（図 5）。

ユークリッドの距離
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3. p = 1/9, q = 1/16 R2 dp,q

C1/9,1/16 xy

s = (s1, s2) ∈ R2 dp,q(s, z) = 1

z = (x, y)

p(x − s1)2 + q(y − s2)2 = 1

dp,q s = (s1, s2)

Cp,q x s1 y s2

4. p = 1/9, q = 1/16 dp,q

s = (1, 2)

xy

4.

d

1) (p. 105)

R2

3. s = (s1, s2), t = (t1, t2) ∈ R2

(i) d1(s, t) = |s1 − s2| + |t1 − t2|
(ii) d∞(s, t) = max{|s1 − s2|, |t1 − t2|}

d1 d∞ (M1), (M2), (M3)

dp,q
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C(d1) d∞ C(d∞) 1) (
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3 2
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クトル空間上で、「微分」作用素  を考えるなら、

- 次多項式  を 

　　　

とすれば  をベクトル (t は転

置とする ) と同一視することで

　 　

であるので

　

よって

　

である。

ヒルベルト空間と線形写像
「行列」の理論は「微分積分学」と時を同じくして発

見され、発展してきたものである。特に、江戸時代

に活躍し、和算を駆使して業績を積み上げ、その後

の和算の発展を基礎づけた 関　孝和 (1640 ? - 1708) 
は「微分・積分」の発見と共に、「行列」においても

その発見者の一人である。また、ゲッチンゲン大学

で D. ヒルベルト (1862 - 1943) に学び、「類体論」の

業績によって、日本人として初めて世界に認められ

た数学者 高木貞治 (1875 - 1960)  は行列の研究をさ

れている。一つ挙げると

　

のとき T は Toeplitz と呼ばれる。そこで   
とすれば CTC = T * が

成り立つ。そして高木貞治 は次の定理を示した。

高木の定理 1)　T は対称行列で CTC = T * を満たす

行列とする。このとき、unitary 行列 U と 正規で対

称な行列 N とで T = UN tU と表される。

　これは今日 Takagi Factorization Theorem として

知られ、コントロール理論や量子力学などに重要な

定理であるため、益々光彩を放っている。

　このように、「行列」は日本人の功績の面からも、

もっと積極的に教育の場面に導入されても良いので

はと考える。

　行列の理論においては代数的な側面のみ扱われる

ことが多い。もう一歩踏み出して 「内積」と関連さ

せることによって魅力的性質が浮き上がり、「ノル

ム」によって簡単に示すことができる性質もある。

例えば、unitary 行列によって対角化できる正規行

列 (T *T = TT *) についての重要な性質

　(1)　
は ノルム を考えることで、次のように簡単に示すこ

とができる。

証明：内積  において  とする

と、正規行列 T *T = TT * では  で
あることが分かる。  も

 をみたす正規行列であるので、(1) は示され

た。

研究について
1900 年パリでの「世界数学者大会」において、 ヒル

ベルト は 20 世紀の数学者に解決して欲しい 「23 の
問題」 を提示した。私が大学で数学の勉強を始めた

のはその後 70 年ほど経過したときで、いくつかの問

題は解決されていた。 その中で 「関数解析学」 が大

いに力を発揮していた。また、「量子力学」の数学的

基礎を与えたのが 「関数解析学」 である。このような

状況の中で 「関数解析学」 に大いに興味を持ち、その

流れでヒルベルト空間またはバナッハ空間 上の「作

用素論」の研究を行っている。 
　線形作用素は行列の一般化である。線形作用素で  
T *T = TT * である性質は理論の展開に重要である

が、これは行列の場合と同様に「正規作用素」と呼

ばれる。さらに、ヒルベルト空間上の作用素の場合

には、次のような分類がある。

定義．ヒルベルト空間  の内積を  としI  は
恒等作用素とする。

T : positive 作用素

　　　このとき T ≥ 0 と書く。

T : hyponormal 作用素 
T : p-hyponormal 作用素

T : unitary 作用素 



長　宗雄 :  高校の微分・積分からの展開　155

T : isometric 作用素  
T が hyponormal 作用素のときは次の Putnam の不

等式が成り立つ。

定理 1. （Putnam の不等式 ) T を hyponormal 作用素

とすると、次の不等式が成り立つ。

(2)

ここで σ(T) は T のスペクトルで、  は  
上の compact 集合 σ(T) の測度（面積）。 
　行列 T のスペクトルは T の固有値の集合であるの

で、有限個の点からなる集合である。このため測度

は 0 となるので、hyponormal である行列は  正規行

列である。Putnam の不等式は有用なものであるた

め、この定理の一般化の研究を行った。 hyponormal 
の条件を弱めると p-hyponormal 作用素  

となる。特に  のときは 
semi-hyponormal 作用素と呼ばれ、次の定理となる。

定理 2.　T を p-hyponormal 作用素とすると、次の

不等式が成り立つ。

　

この不等式は p = 1 であれば (2) の不等式である。

のとき、 D. Xia が参考文献 2) で示し、さらに

 に対しては、文献 3) で示した。もし、T
が行列であれば  となるため、右の積

分は 0 となる。したがって、  を得

るので、両辺を  乗して T *T = TT * となり、正

規作用素である。

　次に isometric 作用素については unitary 作用素

の条件の一つを除いたものであるので、 unitary 作
用素よりも弱い作用素である。しかし行列において

は T が isometry であれば、T * が逆行列であるため 
TT * = I  も満たすことになる。従って行列において

は isometry と unitary に相違がない。しかし、無限

次元のヒルベルト空間  上の移動作用素 (unilateral 
shift) T を考えると、T *T = I  ではあるが TT * ≠ I 
であるので、isometry は unitary よりも弱い作用素

である。

　また、isometric 作用素 T は T *T － I  = 0 と書く

ことで、次のように一般化する。記号  を

　　

と 定 義 す る。 た だ し、T 0 =T *0 = I  と 約 束 す る。

＝ 0 を満たす作用素を m-isometric 作用素と

呼ぶ。m = 1 のときには 1C0 = 1C1 = 1 であるので

　　　　　

となることから、1-isometric 作用素は isometric 作
用素である。

　m-isometric 作用素の研究が多くの数学者によっ

て進められている。これに関連する研究では、参考

文献 4,5) の論文を挙げる。

　Takagi Factorization Theorem での C は C 2 = I  と 
 を満たす。この条件

を満たす anti-linear 作用素 C は conjugation と呼ば

れる。最近ではこれに関連した問題を研究している。

研究成果はいくつかあるが、参考文献 6) を挙げる。

　ヒルベルト空間上の線形作用素論については参考

文献 7) が推薦書であるが、現在品切れとなっていて、

普通には入手できない。この状況は誠に残念である。 
　著者の古田孝之 (1935 - 2016) は「古田不等式」の

発見者である。

おわりに
高校での数学教育は、大学入試との関係で、いかに

効率よく大学入試問題を解き、有名大学に合格させ

るかに多くの時間が当てられている。高校までの「数

学」は「問題を解くこと」に主に当てられているので、

それが原因してか、高校生にとっては「数学」は「問

題を解くこと」であるとの認識がすり込まれてしま

っている。

　大学での「数学教育」はこれとは異なり、科学探

究のための「道具」としての教育と共に「数学の構

造」の教育にも当てられる。科学探究のための問題

解決場面においては、既存の数学を利用して解決で

きる場面もあるが、それでは解決できない場面もあ

る。そのような場面においては「数学の構造」を理

解していることが重要である。車を例にすれば、そ

の「運転技術の指導を受ける」のが「高校までの数学」

であり、「大学での数学」は「車の構造の教育を受け

る」と言える。「構造」を良く理解するためには、自

分で分解したり、組み立てたりする必要がある。

　「構造」を理解していれば、問題が生じたときに解

決することができ、さらに改良することも可能であ

る。

　大学においては「数学の構造」の教育を受けるの

であるとの認識を少しでも持って、大学に入学して

いれば、多くの学生が、もっとスムーズに「大学の

数学」に入り込むことができる。従って、「受動的学

習」から「能動的学習」への転換が必要となる。
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φ ί ϙ ς
ᾄẓξφʸ ὑ Ḙה ςΠΨϣ ︡

οήνиЛЄГ ϪⱬλỶḥἵ1,2) υⱥ ʼⱥῄᵒ

ςϠϣФϯЅ 3∼5) ςϠϣ︡ Ϫ  ήʸδυ℗

ᴝ ςλΚν ϑϣΪοΣ ξΘϣʹ Ḙה

υכ∆ςΠΚνφʸḿ ρϚυοήνʸМдЬ˒Њ

Ἁḥοδυⱱᾓʸ ΠϠϊЀоТеоϻυⱭḥḥ

ᶔυ ʸ υ οḘ υ  Ϫ‚Κʸ

ⱱ‚ϧϤϣ Ḡ ΡϡЂЄБЫυ υ Ḙ

ςאלϢ Ϙʹ ΞχʸḠ ⱥ Ρϡ ᴀ ςЀоТ

жⱭḥḥᶔϪᴤ ςΰϣρπ ễςᴀίζ ᴀἵḘ

Ϝ ρᾬ υ οήνυ ἵḘ ρπ

ϪⱬλḘ ︡ υ ῝ Ϛ ⁬άϤνΚϣʹϖ

ζʸỶ ᶌ ᶌ ᵁ υᴜξυФϯЅḘ ︡ ςλ

Κνφ (Horiguchi(2015)6))ρπΣΘϣʹ ξφʸ

Ỷḥ Ϫⱥ ꜟοΰϣФϯЅḘ ꜞοοϚςРϬ

ЃϮ ṙ ς ΰϣ ‴ʸΠϠϊδϤϡυ ЂЪа

з˒ЂвоςϠϣכᾑὩᴬϪ⸗ΰʹ

1. Ṛ″ο
МдЬ˒ЊἉḥϪ Θ = (−∞, ∞) οήʸ

υ ở θ ∈ Θ Ṋ υ ╧ σ2
0 ςϠϣ ṙ

N(θ, σ2
0) Ϫ–ϣʹδυ ḧ f(x|θ) φⱱξ Ξϡ

Ϥϣ: f(x|θ) = 1√
2πσ0

e
− (x−θ)2

2σ2
0 ϖζʸΘ υ ‴

ΡϡρϣЧзж ‴ Ϫ Bʸᴤ Ἁḥ (Θ, B) υ σ-

ᾠ L, U ς ή νυ A ∈ B ςλΚν L(A) ≤
U(A)ρϡχ L ≤ U οṚήỶḥ I(L, U)Ϫⱱξ ϙϣ:

I(L, U) := {Q|L ≤ Q ≤ U, Qφ σ- ᾠ } ϖζʸМд
Ь˒Њ θ υⱥ ꜟϪ ΰⱥ Q φʸⱱϪᴞ

ΰϣ: Q ∈ I(L, U). ΪυοΤ I(L, U)Ϫⱥ Ỷḥ

οΚΜʹgϪ (Θ, B) υQ-ᴤ ḧ οήʸḙ υζ

ϙδυ ϪQ(g) :=
∫

Θ
g(θ)dQ(θ)οΠΦʹⱱυ

φʸQ(b)/Q(c), Q ∈ I(L, U)υ ӢϪ ΞνΚϣ1)ʹ

Lemma 1. b, cϪ (Θ, B) υ Q-ᴤ ḧ ξ Өυ

Q ∈ I(L, U)ς ήνQ(c) > 0οΰϣʹΪυοΤʸⱱ

Σ Ϣ λʹ(i) inf
{

Q(b)
Q(c) |Q ∈ I(L, U)

}
φʸⱱυ

ꜞυӿӨυᵒ λοήν ΞϡϤϣ:

U(b − λc)− + L(b − λc)+ = 0 (1)

(ii) sup
{

Q(b)
Q(c) |Q ∈ I(L, U)

}
φʸⱱυ ꜞυӿӨυ

ᵒ λοήν ΞϡϤϣ:

U(b − λc)+ + L(b − λc)− = 0 (2)

ζηήʸ Өυḧ g(θ)ς ήνg+(θ) = max{g(θ), 0},

g−(θ) = min{g(θ), 0}ξΘϣʹ
X = x ϪḠ ήζοΤⱥῄ Qx φ Qx(A) =∫

A
f(x|θ)Q(dθ) (A ∈ B) ξ ΞϡϤⱱϪ ϣ1)ʹ

Lemma 2. {Qx|Q ∈ I(L, Q)} = I(Lx, Ux) Σ

Ϣ λʹζηήʸLx(A) =
∫

A
f(x|θ)dL, Ux(A) =∫

A
f(x|θ)dU (A ∈ B).

2. ⱥῄ Ỷḥ α-М˒ІоЊϯж
ⱥ ỶḥςλΚνⱱϪᴞ ΰϣʹ

Assumption 1. ⱥ QφỶḥ I(L, kL)ςḭϖ

Ϥϣʹ θʸQ ∈ I(L, kL). ζηήʸLφ (Θ, B) υ

жФ˒ϻ ʸkφ υ ξΘϣʹ

X = xΣ ΞϡϤζοΤυⱥῄ Ỷḥ I(Lx, kLx)

υ α-М˒ІоЊϯжφⱱυϠΜς ϡϤϣʹ

Theorem 1. ᴜ ΠϠϊ υ α-М˒ІоЊϯ

ж p
α

, pα φⱱξ ΞϡϤϣ: p
α

(x) = x +

σ0ψ−1
(

α
(1−α)k+α

)
, pα(x) = x + σ0ψ−1

(
(1−α)k

(1−α)k+α

)
.

ζηήʸψ(z) =

∫ z

−∞

1√
2π

e− t2

2 dt.

Corollary 1. Өυ Q ∈ I(L, kL) ς ήν
Qx((−∞,p

α
])

Qx(1) ≤ α, Qx([pα,∞])
Qx(1) ≤ α.

3. Ḙ ϐυᴀ
ΪΪξφʸ ξẎϙϡϤζᴜ ΠϠϊ α-М˒І

оЊϯжΡϡỶḥФϯЅ ςϠϣḘ ꜞϪ Ξϣʹ

X1, X2, · · · , Xn Ϫ ṙ N
(
θ, σ2

0

)
Ρϡυ Τ

ά nυ ⌂Ӭ οΰϣʹζηήʸσ2
0 φṊ οΰϣʹ

ΪυοΤʸX ∼ N
(

θ,
σ2

0

n

)
ορϣʹⱱυᴞ Ϫ–Ξϣʹ

H0 : θ = θ0, H1 : θ < θ0 (H2 : θ > θ0)

X = x υοΤʸᴜ α-М˒ІоЊϯж p
α

(x) υ

ṮΡϡʸṏ ᴞ H0 υ ᴞ H1 ς ΰϣ Ө

υ Qx ∈ I(Lx, kLx) υ Ө α ӝᴜυṍṾӻφ

(−∞, p
α

(x)]ορϣʹ ςʸṏ ᴞ H0 υ ᴞ

H2ς ΰϣṍṾӻφʸ[pα(x), ∞)ορϢⱱϪ ϣ:

θ0 ≤ p
α

(x) ⇐⇒ x ≤ θ0 +
σ0√

n
ψ−1

(
α

(1 − α)k + α

)

θ0 ≥ pα(x) ⇐⇒ x ≥ θ0 +
σ0√

n
ψ−1

(
(1 − α)k

(1 − α)k + α

)

κνʸỶḥФϯЅ ςϠϣ 1 λυ‴ ρḘ

οήν, Ө 2α υӿ ℗ ṍṾӻΣⱱυ

ϠΜς ϡϤϣ: Өυ x ∈ (−∞, ∞) ς ή

ν, ⱱυỶḥ D(α, k, n) Ϫ Ṯΰϣ: D(α, k, n) :=[
θ0 + σ0√

n
ψ−1

(
α

(1−α)k+α

)
,

θ0 + σ0√
n

ψ−1
(

(1−α)k
(1−α)k+α

)]
.ΪυοΤʸḘ ꜞοήν

φX = xυοΤ:


x ∈ Dρϡχ ”Continue production”

x /∈ Dρϡχ ”Stop and investigate”

ορϣʹ

4. РϬЃϮ οРϬЃϮ ṙ
כ Ἁḥ ϪR = (−∞, ∞)ξ ήʸR υРϬЃϮ

‴ϪδυЬоЛ˒ЂЎТḧ �a : R → [0, 1]ξ ήʸ

δυРϬЃϮ ‴υ Ϫ F(R)ξ ΰʹ�aο Өυ

δ(0 < δ ≦ 1)ς ήνʸ�aδ := {x ∈ R|�a ≧ δ} Ϫ �aυ
δ-зФж ‴οΚΜʹϖζʸ�a0 ξ ‴ {x ∈ R|�a > 0}
υ Ϫ ή �aυЀШ˒ГοΚΜʹ

R υРϬЃϮ ‴ �aΣⱱυ (i)-(iv)υ ὭϪ ζΰ

οΤʸ�aϪРϬЃϮ οΚΜ:

(i) (normality) �a(x0) = 1ορϣ x0 ∈ RΣ ∑ΰϣʹ

(ii) (convexity) Өυ x1, x2 ∈ R, λ(0 ≦ λ ≦ 1)ς

ήν �a(λx1 +(1−λ)x2) ≧ �a(x1)∧�a(x2).ζηή 2y

λυכ a, bς ήνʺa ∧ b = min{a, b}ξΘϣʹ
(iii)(upper-semicontinuity) ḧ �a : R → [0, 1]φ

ξΘϣʹ

(iv)�a0 φ ᵤ ‴ξΘϣʹ

РϬЃϮ υ Ϫ �Rξ ΰʹ υ Ὥ (ii)-(iv)φʸ

Өυ δ(0 < δ ≦ 1) ς ήν δ-зФж ‴ �aδ Σ

ᵤ ỶḥξΘϣΪοο ξΘϣ7)ʹ κνʸ�a ∈ �R
υοΤʺ�aδ = [a−

δ , a+
δ ]ο ΰʹРϬЃϯ ‴ςḧΰϣ

Ḙ υ  υζϙʸZadehυᶆ ᾔ 8) Ρϡʸḧ

f : R → R Ϫ f : F(R) → F(R) ςⱱυϠΜςᶆ

ΰϣʹ

Zadehυᶆ ᾔ 8):

�x ∈ F(R)ς ήνʸ

f(�x)(y) =




sup
x;f(x)=y

�x(x) if f−1(y) ̸= ∅

0 if f−1(y) = ∅
(y ∈ R).

(3)

Lemma 3 (Nguyen9), cf.7,10)). f−1(y) ̸= ∅ορϣ
Өυ y ∈ Rς ήνʸf(�x)(y) = �x(x)ορϣ x ∈ RΣ
∑ΰϣοΰϣʹΪυοΤʸf(�x)δ = f(�xδ) = {f(x) ∈

R|x ∈ �xδ} (0 < δ ≦ 1)Σ Ϣ λʹ

άϡςʸⱱϪ ϣʹ

Lemma 4. f : R → RΣ Ρλ ḧ οΰϣʹΪ

υοΤʸ�x ∈ �Rρϡχ f(�x) ∈ �RξΘϣʹ
ở µʸ ╧ σ2 υ ṙ N(µ, σ2) υᶌ

ḧ ο Ỷḥ [a, b] υ ṙᶌ ϪⱱυṚ″ξ

ΰʹN(µ, σ2)(t) = 1√
2πσ

e− (t−µ)2

2σ2 (−∞ < t <

∞), N([a, b]|µ, σ2) =
∫ b

a
N(µ, σ2)(t) dt. Өυ R υ

РϬЃϮ ‴ �µ ∈ F(R)Ϫ ởςϚλ ╧σ2υРϬЃϮ

ṙ N(�µ, σ2)ϪZadehυᶆ ᾔ ςϠϢⱱξ ϙ

ϣ: Ỷḥ [a, b]υРϬЃϮ Ṝᶌ ϪN([a, b]|�µ, σ2)(t) =

supµ:N([a,b]|µ,σ2)=t �µ(µ), (−∞ < a < b < ∞, 0 < t ≦
1)ο ΰʹ

5. РϬЃϮФϯЃϭоЭВж
РϬЃϯⱥῄ

�µ ∈ F(R)ς ήνʸРϬЃϮ ṙ N(�µ, σ2
0)Ϫ

υ ở θ υⱥ οήʸX = x ϪḠ ήζ

‴υⱥῄРϬЃϮ ṙ N(�µx, σ2
n)ϪӝᴜυϠΜς

ήν Ṯΰϣ: θx : µ ∈ R → nx/c2 + µ/σ2
0

n/c2 + 1/σ2
0

∈ R, ο

ήʸⱥῄРϬЃϮ ṙ Ϫⱱξ ϙϣ: N(�µx, σ2
n) =

N(θx(�µ), σ2
n), �µx = θx(�µ).

Өυ a ∈ Rς ήνʺN(�µx, σ2
n)υ РϬЃϮ

ᶌ Ϫⱱξ ΰ: �λU (a|x) := N([a, ∞)|θx(�µ), σ2
n),

Assumption 1. ⱥ QφỶḥ I(L, kL)ςḭϖ

Ϥϣʹ θʸQ ∈ I(L, kL). ζηήʸLφ (Θ, B) υ

жФ˒ϻ ʸkφ υ ξΘϣʹ

X = xΣ ΞϡϤζοΤυⱥῄ Ỷḥ I(Lx, kLx)

υ α-М˒ІоЊϯжφⱱυϠΜς ϡϤϣʹ

Theorem 1. ᴜ ΠϠϊ υ α-М˒ІоЊϯ
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ϠΜς ϡϤϣ: Өυ x ∈ (−∞, ∞) ς ή
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.ΪυοΤʸḘ ꜞοήν

φX = xυοΤ:



x ∈ Dρϡχ ”Continue production”

x /∈ Dρϡχ ”Stop and investigate”

ορϣʹ

4. РϬЃϮ οРϬЃϮ ṙ
כ Ἁḥ ϪR = (−∞, ∞)ξ ήʸR υРϬЃϮ

‴ϪδυЬоЛ˒ЂЎТḧ �a : R → [0, 1]ξ ήʸ

δυРϬЃϮ ‴υ Ϫ F(R)ξ ΰʹ�aο Өυ

δ(0 < δ ≦ 1)ς ήνʸ�aδ := {x ∈ R|�a ≧ δ} Ϫ �aυ
δ-зФж ‴οΚΜʹϖζʸ�a0 ξ ‴ {x ∈ R|�a > 0}
υ Ϫ ή �aυЀШ˒ГοΚΜʹ

R υРϬЃϮ ‴ �aΣⱱυ (i)-(iv)υ ὭϪ ζΰ

οΤʸ�aϪРϬЃϮ οΚΜ:

(i) (normality) �a(x0) = 1ορϣ x0 ∈ RΣ ∑ΰϣʹ

(ii) (convexity) Өυ x1, x2 ∈ R, λ(0 ≦ λ ≦ 1)ς

ήν �a(λx1 +(1−λ)x2) ≧ �a(x1)∧�a(x2).ζηή 2y

λυכ a, bς ήνʺa ∧ b = min{a, b}ξΘϣʹ
(iii)(upper-semicontinuity) ḧ �a : R → [0, 1]φ

ξΘϣʹ

(iv)�a0 φ ᵤ ‴ξΘϣʹ

РϬЃϮ υ Ϫ �Rξ ΰʹ υ Ὥ (ii)-(iv)φʸ

Өυ δ(0 < δ ≦ 1) ς ήν δ-зФж ‴ �aδ Σ

ᵤ ỶḥξΘϣΪοο ξΘϣ7)ʹ κνʸ�a ∈ �R
υοΤʺ�aδ = [a−

δ , a+
δ ]ο ΰʹРϬЃϯ ‴ςḧΰϣ

Ḙ υ  υζϙʸZadehυᶆ ᾔ 8) Ρϡʸḧ

f : R → R Ϫ f : F(R) → F(R) ςⱱυϠΜςᶆ

ΰϣʹ

Zadehυᶆ ᾔ 8):

�x ∈ F(R)ς ήνʸ

f(�x)(y) =




sup
x;f(x)=y

�x(x) if f−1(y) ̸= ∅

0 if f−1(y) = ∅
(y ∈ R).

(3)

Lemma 3 (Nguyen9), cf.7,10)). f−1(y) ̸= ∅ορϣ
Өυ y ∈ Rς ήνʸf(�x)(y) = �x(x)ορϣ x ∈ RΣ
∑ΰϣοΰϣʹΪυοΤʸf(�x)δ = f(�xδ) = {f(x) ∈

R|x ∈ �xδ} (0 < δ ≦ 1)Σ Ϣ λʹ

άϡςʸⱱϪ ϣʹ

Lemma 4. f : R → RΣ Ρλ ḧ οΰϣʹΪ

υοΤʸ�x ∈ �Rρϡχ f(�x) ∈ �RξΘϣʹ
ở µʸ ╧ σ2 υ ṙ N(µ, σ2) υᶌ

ḧ ο Ỷḥ [a, b] υ ṙᶌ ϪⱱυṚ″ξ

ΰʹN(µ, σ2)(t) = 1√
2πσ
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∞), N([a, b]|µ, σ2) =
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δ-зФж ‴οΚΜʹϖζʸ�a0 ξ ‴ {x ∈ R|�a > 0}
υ Ϫ ή �aυЀШ˒ГοΚΜʹ

R υРϬЃϮ ‴ �aΣⱱυ (i)-(iv)υ ὭϪ ζΰ

οΤʸ�aϪРϬЃϮ οΚΜ:

(i) (normality) �a(x0) = 1ορϣ x0 ∈ RΣ ∑ΰϣʹ

(ii) (convexity) Өυ x1, x2 ∈ R, λ(0 ≦ λ ≦ 1)ς

ήν �a(λx1 +(1−λ)x2) ≧ �a(x1)∧�a(x2).ζηή 2y

λυכ a, bς ήνʺa ∧ b = min{a, b}ξΘϣʹ
(iii)(upper-semicontinuity) ḧ �a : R → [0, 1]φ

ξΘϣʹ

(iv)�a0 φ ᵤ ‴ξΘϣʹ

РϬЃϮ υ Ϫ �Rξ ΰʹ υ Ὥ (ii)-(iv)φʸ

Өυ δ(0 < δ ≦ 1) ς ήν δ-зФж ‴ �aδ Σ

ᵤ ỶḥξΘϣΪοο ξΘϣ7)ʹ κνʸ�a ∈ �R
υοΤʺ�aδ = [a−

δ , a+
δ ]ο ΰʹРϬЃϯ ‴ςḧΰϣ

Ḙ υ  υζϙʸZadehυᶆ ᾔ 8) Ρϡʸḧ

f : R → R Ϫ f : F(R) → F(R) ςⱱυϠΜςᶆ

ΰϣʹ

Zadehυᶆ ᾔ 8):

�x ∈ F(R)ς ήνʸ

f(�x)(y) =




sup
x;f(x)=y

�x(x) if f−1(y) ̸= ∅

0 if f−1(y) = ∅
(y ∈ R).

(3)

Lemma 3 (Nguyen9), cf.7,10)). f−1(y) ̸= ∅ορϣ
Өυ y ∈ Rς ήνʸf(�x)(y) = �x(x)ορϣ x ∈ RΣ
∑ΰϣοΰϣʹΪυοΤʸf(�x)δ = f(�xδ) = {f(x) ∈

R|x ∈ �xδ} (0 < δ ≦ 1)Σ Ϣ λʹ

άϡςʸⱱϪ ϣʹ

Lemma 4. f : R → RΣ Ρλ ḧ οΰϣʹΪ

υοΤʸ�x ∈ �Rρϡχ f(�x) ∈ �RξΘϣʹ
ở µʸ ╧ σ2 υ ṙ N(µ, σ2) υᶌ

ḧ ο Ỷḥ [a, b] υ ṙᶌ ϪⱱυṚ″ξ

ΰʹN(µ, σ2)(t) = 1√
2πσ

e− (t−µ)2

2σ2 (−∞ < t <

∞), N([a, b]|µ, σ2) =
∫ b

a
N(µ, σ2)(t) dt. Өυ R υ

РϬЃϮ ‴ �µ ∈ F(R)Ϫ ởςϚλ ╧σ2υРϬЃϮ

ṙ N(�µ, σ2)ϪZadehυᶆ ᾔ ςϠϢⱱξ ϙ

ϣ: Ỷḥ [a, b]υРϬЃϮ Ṝᶌ ϪN([a, b]|�µ, σ2)(t) =

supµ:N([a,b]|µ,σ2)=t �µ(µ), (−∞ < a < b < ∞, 0 < t ≦
1)ο ΰʹ

5. РϬЃϮФϯЃϭоЭВж
РϬЃϯⱥῄ

�µ ∈ F(R)ς ήνʸРϬЃϮ ṙ N(�µ, σ2
0)Ϫ

υ ở θ υⱥ οήʸX = x ϪḠ ήζ

‴υⱥῄРϬЃϮ ṙ N(�µx, σ2
n)ϪӝᴜυϠΜς

ήν Ṯΰϣ: θx : µ ∈ R → nx/c2 + µ/σ2
0

n/c2 + 1/σ2
0

∈ R, ο

ήʸⱥῄРϬЃϮ ṙ Ϫⱱξ ϙϣ: N(�µx, σ2
n) =

N(θx(�µ), σ2
n), �µx = θx(�µ).

Өυ a ∈ Rς ήνʺN(�µx, σ2
n)υ РϬЃϮ

ᶌ Ϫⱱξ ΰ: �λU (a|x) := N([a, ∞)|θx(�µ), σ2
n),

管理図への応用

ファジイ数とファジイ正規分布

Assumption 1. ⱥ QφỶḥ I(L, kL)ςḭϖ

Ϥϣʹ θʸQ ∈ I(L, kL). ζηήʸLφ (Θ, B) υ

жФ˒ϻ ʸkφ υ ξΘϣʹ

X = xΣ ΞϡϤζοΤυⱥῄ Ỷḥ I(Lx, kLx)

υ α-М˒ІоЊϯжφⱱυϠΜς ϡϤϣʹ

Theorem 1. ᴜ ΠϠϊ υ α-М˒ІоЊϯ

ж p
α

, pα φⱱξ ΞϡϤϣ: p
α

(x) = x +

σ0ψ−1
(

α
(1−α)k+α

)
, pα(x) = x + σ0ψ−1

(
(1−α)k

(1−α)k+α

)
.

ζηήʸψ(z) =

∫ z

−∞

1√
2π

e− t2

2 dt.

Corollary 1. Өυ Q ∈ I(L, kL) ς ήν
Qx((−∞,p

α
])

Qx(1) ≤ α, Qx([pα,∞])
Qx(1) ≤ α.

3. Ḙ ϐυᴀ
ΪΪξφʸ ξẎϙϡϤζᴜ ΠϠϊ α-М˒І

оЊϯжΡϡỶḥФϯЅ ςϠϣḘ ꜞϪ Ξϣʹ

X1, X2, · · · , Xn Ϫ ṙ N
(
θ, σ2

0

)
Ρϡυ Τ

ά nυ ⌂Ӭ οΰϣʹζηήʸσ2
0 φṊ οΰϣʹ

ΪυοΤʸX ∼ N
(

θ,
σ2

0

n

)
ορϣʹⱱυᴞ Ϫ–Ξϣʹ

H0 : θ = θ0, H1 : θ < θ0 (H2 : θ > θ0)

X = x υοΤʸᴜ α-М˒ІоЊϯж p
α

(x) υ

ṮΡϡʸṏ ᴞ H0 υ ᴞ H1 ς ΰϣ Ө

υ Qx ∈ I(Lx, kLx) υ Ө α ӝᴜυṍṾӻφ

(−∞, p
α

(x)]ορϣʹ ςʸṏ ᴞ H0 υ ᴞ

H2ς ΰϣṍṾӻφʸ[pα(x), ∞)ορϢⱱϪ ϣ:

θ0 ≤ p
α

(x) ⇐⇒ x ≤ θ0 +
σ0√

n
ψ−1

(
α

(1 − α)k + α

)

θ0 ≥ pα(x) ⇐⇒ x ≥ θ0 +
σ0√

n
ψ−1

(
(1 − α)k

(1 − α)k + α

)

κνʸỶḥФϯЅ ςϠϣ 1 λυ‴ ρḘ

οήν, Ө 2α υӿ ℗ ṍṾӻΣⱱυ

ϠΜς ϡϤϣ: Өυ x ∈ (−∞, ∞) ς ή

ν, ⱱυỶḥ D(α, k, n) Ϫ Ṯΰϣ: D(α, k, n) :=[
θ0 + σ0√

n
ψ−1

(
α

(1−α)k+α

)
,

θ0 + σ0√
n

ψ−1
(

(1−α)k
(1−α)k+α

)]
.ΪυοΤʸḘ ꜞοήν

φX = xυοΤ:



x ∈ Dρϡχ ”Continue production”

x /∈ Dρϡχ ”Stop and investigate”

ορϣʹ

4. РϬЃϮ οРϬЃϮ ṙ
כ Ἁḥ ϪR = (−∞, ∞)ξ ήʸR υРϬЃϮ

‴ϪδυЬоЛ˒ЂЎТḧ �a : R → [0, 1]ξ ήʸ

δυРϬЃϮ ‴υ Ϫ F(R)ξ ΰʹ�aο Өυ

δ(0 < δ ≦ 1)ς ήνʸ�aδ := {x ∈ R|�a ≧ δ} Ϫ �aυ
δ-зФж ‴οΚΜʹϖζʸ�a0 ξ ‴ {x ∈ R|�a > 0}
υ Ϫ ή �aυЀШ˒ГοΚΜʹ

R υРϬЃϮ ‴ �aΣⱱυ (i)-(iv)υ ὭϪ ζΰ

οΤʸ�aϪРϬЃϮ οΚΜ:

(i) (normality) �a(x0) = 1ορϣ x0 ∈ RΣ ∑ΰϣʹ

(ii) (convexity) Өυ x1, x2 ∈ R, λ(0 ≦ λ ≦ 1)ς

ήν �a(λx1 +(1−λ)x2) ≧ �a(x1)∧�a(x2).ζηή 2y

λυכ a, bς ήνʺa ∧ b = min{a, b}ξΘϣʹ
(iii)(upper-semicontinuity) ḧ �a : R → [0, 1]φ

ξΘϣʹ

(iv)�a0 φ ᵤ ‴ξΘϣʹ

РϬЃϮ υ Ϫ �Rξ ΰʹ υ Ὥ (ii)-(iv)φʸ

Өυ δ(0 < δ ≦ 1) ς ήν δ-зФж ‴ �aδ Σ

ᵤ ỶḥξΘϣΪοο ξΘϣ7)ʹ κνʸ�a ∈ �R
υοΤʺ�aδ = [a−

δ , a+
δ ]ο ΰʹРϬЃϯ ‴ςḧΰϣ

Ḙ υ  υζϙʸZadehυᶆ ᾔ 8) Ρϡʸḧ

f : R → R Ϫ f : F(R) → F(R) ςⱱυϠΜςᶆ

ΰϣʹ

Zadehυᶆ ᾔ 8):

�x ∈ F(R)ς ήνʸ

f(�x)(y) =




sup
x;f(x)=y

�x(x) if f−1(y) ̸= ∅

0 if f−1(y) = ∅
(y ∈ R).

(3)

Lemma 3 (Nguyen9), cf.7,10)). f−1(y) ̸= ∅ορϣ
Өυ y ∈ Rς ήνʸf(�x)(y) = �x(x)ορϣ x ∈ RΣ
∑ΰϣοΰϣʹΪυοΤʸf(�x)δ = f(�xδ) = {f(x) ∈

R|x ∈ �xδ} (0 < δ ≦ 1)Σ Ϣ λʹ

άϡςʸⱱϪ ϣʹ

Lemma 4. f : R → RΣ Ρλ ḧ οΰϣʹΪ

υοΤʸ�x ∈ �Rρϡχ f(�x) ∈ �RξΘϣʹ
ở µʸ ╧ σ2 υ ṙ N(µ, σ2) υᶌ

ḧ ο Ỷḥ [a, b] υ ṙᶌ ϪⱱυṚ″ξ

ΰʹN(µ, σ2)(t) = 1√
2πσ

e− (t−µ)2

2σ2 (−∞ < t <

∞), N([a, b]|µ, σ2) =
∫ b

a
N(µ, σ2)(t) dt. Өυ R υ

РϬЃϮ ‴ �µ ∈ F(R)Ϫ ởςϚλ ╧σ2υРϬЃϮ

ṙ N(�µ, σ2)ϪZadehυᶆ ᾔ ςϠϢⱱξ ϙ

ϣ: Ỷḥ [a, b]υРϬЃϮ Ṝᶌ ϪN([a, b]|�µ, σ2)(t) =

supµ:N([a,b]|µ,σ2)=t �µ(µ), (−∞ < a < b < ∞, 0 < t ≦
1)ο ΰʹ

5. РϬЃϮФϯЃϭоЭВж
РϬЃϯⱥῄ

�µ ∈ F(R)ς ήνʸРϬЃϮ ṙ N(�µ, σ2
0)Ϫ

υ ở θ υⱥ οήʸX = x ϪḠ ήζ

‴υⱥῄРϬЃϮ ṙ N(�µx, σ2
n)ϪӝᴜυϠΜς

ήν Ṯΰϣ: θx : µ ∈ R → nx/c2 + µ/σ2
0

n/c2 + 1/σ2
0

∈ R, ο

ήʸⱥῄРϬЃϮ ṙ Ϫⱱξ ϙϣ: N(�µx, σ2
n) =

N(θx(�µ), σ2
n), �µx = θx(�µ).

Өυ a ∈ Rς ήνʺN(�µx, σ2
n)υ РϬЃϮ

ᶌ Ϫⱱξ ΰ: �λU (a|x) := N([a, ∞)|θx(�µ), σ2
n),
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�λL(a|x) := N((−∞, a]|θx(�µ), σ2
n).

Theorem 2. �µ ∈ �RυοΤʸⱱυ (i)-(iii)Σ Ϣ λʹ

(i) Өυ a ∈ R, X = x ς ήνʸ�λU (a|x) ∈
�R, �λL(a|x) ∈ �R,

(ii) Өυ δ(0 ≦ δ ≦ 1)ς ήνʸ
�λU (a|x)δ = [λ−

U (a|x)δ,λ+
U (a|x)δ],�λL(a|x)δ =

[λ−
L (a|x)δ, λ+

L(a|x)δ]. ζηήʸ�µδ = [µ−
δ , µ+

δ ]

οΠΦοʸλ±
U (a|x)δ = N([a, ∞)|θx(µ±

δ ), σ2
n),

λ±
L (a|x)δ = N((−∞, a]|θx(µ∓

δ ), σ2
n) ( ‴ ),

(iii)λ±
U (a|x)φ aςλΚνυ ρᾘ ḧ ʸλ±

L (a|x)

φ aςλΚνυ ρ ᴣḧ ξΘϣʹ

δ-зФжМ˒ІоЊϯж

ФϯЅ υᴞ ώ φʸⱱυϠΜρ–Ξ ςḿμΚ

ν‚Μ. Ө Ϫ αοΰϣοΤʸ Ξχʸ

ṏ ᴞ H0 : θ ≦ θ0, ᴞ H1 : θ > θ0

ς ήν
∫y

θ≦θ0
p(θ|x)dθ < α ρϡχʸṏ ᴞ H0Ϫ

ṍṾή ᴞ H1Ϫ⅔ ΰϣʹ κνʸ ᴞ H1ς

ΰϣH0υṍṾӻφⱱυϠΜςρϣ: θ0 ≧ p(α|x, δ).

ςʸ ᴞ H2 ς ΰϣ H0 υṍṾӻφⱱυϠ

Μςρϣ: θ0 ≦ p(α|x, δ).

ήζΣκνʸ υH1ς ΰϣṍṾӻφⱱυꜞο

ςρϣ: x ≦ c2

n

(
θ0

σ2
n

−
µ+

δ

σ0
− Φ−1(1 − α)

σn

)
. ζη

ήʸΦφ ṙ N(0, 1)υ ḧ Ϫ ΰʹΪϤ

Ϫʸ ᴞ H1ς ΰϣṍṾӻυẦ € (ᾠᵤ )

οήν d(θ0, δ, α)οΠΦΪοςΰϣʹ ςʸ ꜞυ

µ+
δ Ϫµ−

δ ς Ξν x ≦ c2

n

(
θ0

σ2
n

−
µ−

δ

σ0
− Φ−1(1 − α)

σn

)

Ϫ ᴞ H1 ς ΰϣṍṾӻυẦ ԝ οήν

d(θ0, δ, α) οΠΦʹΪυοΤʸⱱυϠΜρ Ϫΰϣ

ΪοΣξΤϣʹ

x ≦ d(θ0, δ, α) ρϡχ ☿ (ᾬ ),

d(θ0, δ, α) < x < d(θ0, δ, α) ρϡχḕ♦ ,

x ≧ d(θ0, δ, α) ρϡχὉ ( ).

ᴞ H2 ς ΰϣṍṾӻςλΚνφʸӝᴜυ

ϠΜςρϣʹφίϙςʸp = θx(µ+
δ ) + σnΦ−1(α)

οΠΚνʸθ0 ≦ p ορϣ ӻϪẎϙϣοʸx ≧
c2

n

(
θ0

σ2
n

−
µ+

δ

σ2
0

− Φ−1(α)

σn

)
:= e(θ0, δ, α) ορϢʸ

ꜞυ µ+
δ Ϫ µ−

δ ς Ξζ ‴ςλΚνϚ x ≧
c2

n

(
θ0

σ2
n

−
µ−

δ

σ2
0

− Φ−1(α)

σn

)
:= e(θ0, δ, α) Ϫ ϣΡϡʸ

x ≧ e(θ0, δ, α) ρϡχ ☿ (ᾬ ),

e(θ0, δ, α) < x < e(θ0, δ, α) ρϡχḕ♦ ,

x ≦ e(θ0, δ, α) ρϡχὉ ( ).

РϬЃϮMax οМз˒Г℗

РϬЃϮMax 11)≼ςλΚν: ã, b̃ ∈ R̃ς ήνʸ

ã−
δ ≼ b̃−

δ Ρλ ã+
δ ≼ b̃+

δ Σΰϑνυ δ(0 ≦ δ ≦ 1)ς ή

ν Ϣ λοΤ ˜ya ≼ b̃ο ΰʹϖζ ˜ya ≼ b̃Ρλ ã ̸= b̃

υοΤ, ã ≺ b̃ ο ΰʹζηήʸãδ = [ã−
δ , ã+

δ ], b̃δ =

[b̃−
δ , b̃+

δ ]ξΘϣ ĺocation problemοήνυМз˒Г℗

ςḧήνφⱱυὩᴬΣ ϡϤϣ12)ʹ

Zadeh υᶆ ᾔ ςϠϣФϯЅеЄϺϪ r(d, µ̃) =∫
r(d, θ)N(µ̃, σ2

0(θ)dθο ΰʹζηήʸd ∈ DξDφ

ὦ Ἁḥʸr(d, θ)φD × Θ υ flḧ Ϫ ΰʹΪυ

Ɑʸⱱυ Ϫ ϣʹ

Lemma 5. ᶄὦ d ∈ D ς ήν r(d, µ) φ µ ς

ḧήν Ρλ ξΘϣοΰϣʹΪυⱭʸ Өυ

РϬЃϯ µ̃ ∈ R̃ ς ήνʸ(i) r(d, µ̃) ∈ R̃, (ii)

r(d, µ̃)δ = [minµ∈µ̃δ
r(d, µ̃), maxµ∈µ̃δ

r(d, µ̃)] Σ Ϣ

λʹ

Ϊυ υᴞ υᴜξʸὦ d∗ ∈ D ΣМз˒Г

℗ ξΘϣοφ r(d, µ̃) ≺ r(d∗, µ̃) ορϣ d ∈ D

Σ ∑ήρΚ ‴ϪΚΜʹΪΪξʸlocation problem

ςΠΨϣ flḧ r(d, θ) = (d − θ)2 ςλΚν–Ξ

ϣο r(d, µ) = σ2
0 + (µ − d)2 ο βϣυξ υ

ϠϢ r(d, µ̃)δ = σ2
0 + [r(d)δ, r(d)δ] Ϫ ϣʹ ζη

ήʸr(d)δ = 0(d ∈ µ̃δ), = min{(µ
δ

− d)2, (µδ −
d)2}(δυ ), r(d)δ = max{(µ

δ
−d)2, (µδ −d)2}. ӝ

Ρϡʸ ⱱυὩᴬϪ ϣʹ

Theorem 3. d∗ ∈ µ̃1 Ρλ d = d∗ υⱭς max{(µ
δ

−
d)2, (µδ − d)2}Σ Өυ δ(0 < δ < 1)ςḧήνӿ ς

℗ ςρϣρϡχ d∗ φРϬЃϮМз˒Г℗ ξΘϣʹ

Ϊυ ςϠϢʸРϬЃϯ µ̃ΣΘϣ a ∈ µ̃1ξ

ρРϬЃϯ ξΘϤχʸd∗ = aφРϬЃϯМз˒Г

℗ ξΘϣΪοΣᾞΞϣʹ

6. ЂЪаз˒Ђво: ṙ ςϠϣ ᾑכ
ΪΪξφʸ�µϪ╡ᶏРϬЃϮ οΰϣʹΰρϧθʸ

�µ := N(a/b/c) =




x − a

b − a
, a ≦ x ≦ b,

c − x

c − b
, b < x ≦ c,

0, δυ

(4)

ΪυοΤʸδ-зФж ‴φⱱξ ΞϡϤϣ: �µδ =[
µ−

δ , µ+
δ

]
, 0 ≦ δ ≦ 1.ζηή µy−

δ = bδ+a(1−δ), µ+
δ =

bδ + c(1 − δ).

ἅ ςʸN(−4/0/4), n = 10ʸṊ υ ╧υ

c2 = 1ʸⱥ ꜟ N(�µ, 1)οήν Ө α = 0.025

ς ΰϣ δ-зФж (δ = 0.6, 0.8, 1)υṍṾӻς ΰϣ

Ϫ ( 1) ς⸗ήʸ╡ᶏРϬЃϮ υ ( 1) ο

Ḙ Ỷḥ ( 2) ϪδϤεϤ⸗ΰʹ υ ở θ0 =

−0.8, −0.4, 0, 0.4, 0.8υⱭυ x(n = 100, 500ᵓ)υ╧

ςδϤεϤυḘ ᾠᵤ Ϫ Ψν ( 3,4,5)ς⸗ΰʹ

Assumption 1. ⱥ QφỶḥ I(L, kL)ςḭϖ

Ϥϣʹ θʸQ ∈ I(L, kL). ζηήʸLφ (Θ, B) υ

жФ˒ϻ ʸkφ υ ξΘϣʹ

X = xΣ ΞϡϤζοΤυⱥῄ Ỷḥ I(Lx, kLx)

υ α-М˒ІоЊϯжφⱱυϠΜς ϡϤϣʹ

Theorem 1. ᴜ ΠϠϊ υ α-М˒ІоЊϯ

ж p
α

, pα φⱱξ ΞϡϤϣ: p
α

(x) = x +

σ0ψ−1
(

α
(1−α)k+α

)
, pα(x) = x + σ0ψ−1

(
(1−α)k

(1−α)k+α

)
.

ζηήʸψ(z) =

∫ z

−∞

1√
2π

e− t2

2 dt.

Corollary 1. Өυ Q ∈ I(L, kL) ς ήν
Qx((−∞,p

α
])

Qx(1) ≤ α, Qx([pα,∞])
Qx(1) ≤ α.

3. Ḙ ϐυᴀ
ΪΪξφʸ ξẎϙϡϤζᴜ ΠϠϊ α-М˒І

оЊϯжΡϡỶḥФϯЅ ςϠϣḘ ꜞϪ Ξϣʹ

X1, X2, · · · , Xn Ϫ ṙ N
(
θ, σ2

0

)
Ρϡυ Τ

ά nυ ⌂Ӭ οΰϣʹζηήʸσ2
0 φṊ οΰϣʹ

ΪυοΤʸX ∼ N
(

θ,
σ2

0

n

)
ορϣʹⱱυᴞ Ϫ–Ξϣʹ

H0 : θ = θ0, H1 : θ < θ0 (H2 : θ > θ0)

X = x υοΤʸᴜ α-М˒ІоЊϯж p
α

(x) υ

ṮΡϡʸṏ ᴞ H0 υ ᴞ H1 ς ΰϣ Ө

υ Qx ∈ I(Lx, kLx) υ Ө α ӝᴜυṍṾӻφ

(−∞, p
α

(x)]ορϣʹ ςʸṏ ᴞ H0 υ ᴞ

H2ς ΰϣṍṾӻφʸ[pα(x), ∞)ορϢⱱϪ ϣ:

θ0 ≤ p
α

(x) ⇐⇒ x ≤ θ0 +
σ0√

n
ψ−1

(
α

(1 − α)k + α

)

θ0 ≥ pα(x) ⇐⇒ x ≥ θ0 +
σ0√

n
ψ−1

(
(1 − α)k

(1 − α)k + α

)

κνʸỶḥФϯЅ ςϠϣ 1 λυ‴ ρḘ

οήν, Ө 2α υӿ ℗ ṍṾӻΣⱱυ

ϠΜς ϡϤϣ: Өυ x ∈ (−∞, ∞) ς ή

ν, ⱱυỶḥ D(α, k, n) Ϫ Ṯΰϣ: D(α, k, n) :=[
θ0 + σ0√

n
ψ−1

(
α

(1−α)k+α

)
,

θ0 + σ0√
n

ψ−1
(

(1−α)k
(1−α)k+α

)]
.ΪυοΤʸḘ ꜞοήν

φX = xυοΤ:



x ∈ Dρϡχ ”Continue production”

x /∈ Dρϡχ ”Stop and investigate”

ορϣʹ

4. РϬЃϮ οРϬЃϮ ṙ
כ Ἁḥ ϪR = (−∞, ∞)ξ ήʸR υРϬЃϮ

‴ϪδυЬоЛ˒ЂЎТḧ �a : R → [0, 1]ξ ήʸ

δυРϬЃϮ ‴υ Ϫ F(R)ξ ΰʹ�aο Өυ

δ(0 < δ ≦ 1)ς ήνʸ�aδ := {x ∈ R|�a ≧ δ} Ϫ �aυ
δ-зФж ‴οΚΜʹϖζʸ�a0 ξ ‴ {x ∈ R|�a > 0}
υ Ϫ ή �aυЀШ˒ГοΚΜʹ

R υРϬЃϮ ‴ �aΣⱱυ (i)-(iv)υ ὭϪ ζΰ

οΤʸ�aϪРϬЃϮ οΚΜ:

(i) (normality) �a(x0) = 1ορϣ x0 ∈ RΣ ∑ΰϣʹ

(ii) (convexity) Өυ x1, x2 ∈ R, λ(0 ≦ λ ≦ 1)ς

ήν �a(λx1 +(1−λ)x2) ≧ �a(x1)∧�a(x2).ζηή 2y

λυכ a, bς ήνʺa ∧ b = min{a, b}ξΘϣʹ
(iii)(upper-semicontinuity) ḧ �a : R → [0, 1]φ

ξΘϣʹ

(iv)�a0 φ ᵤ ‴ξΘϣʹ

РϬЃϮ υ Ϫ �Rξ ΰʹ υ Ὥ (ii)-(iv)φʸ

Өυ δ(0 < δ ≦ 1) ς ήν δ-зФж ‴ �aδ Σ

ᵤ ỶḥξΘϣΪοο ξΘϣ7)ʹ κνʸ�a ∈ �R
υοΤʺ�aδ = [a−

δ , a+
δ ]ο ΰʹРϬЃϯ ‴ςḧΰϣ

Ḙ υ  υζϙʸZadehυᶆ ᾔ 8) Ρϡʸḧ

f : R → R Ϫ f : F(R) → F(R) ςⱱυϠΜςᶆ

ΰϣʹ

Zadehυᶆ ᾔ 8):

�x ∈ F(R)ς ήνʸ

f(�x)(y) =




sup
x;f(x)=y

�x(x) if f−1(y) ̸= ∅

0 if f−1(y) = ∅
(y ∈ R).

(3)

Lemma 3 (Nguyen9), cf.7,10)). f−1(y) ̸= ∅ορϣ
Өυ y ∈ Rς ήνʸf(�x)(y) = �x(x)ορϣ x ∈ RΣ
∑ΰϣοΰϣʹΪυοΤʸf(�x)δ = f(�xδ) = {f(x) ∈

R|x ∈ �xδ} (0 < δ ≦ 1)Σ Ϣ λʹ

άϡςʸⱱϪ ϣʹ

Lemma 4. f : R → RΣ Ρλ ḧ οΰϣʹΪ

υοΤʸ�x ∈ �Rρϡχ f(�x) ∈ �RξΘϣʹ
ở µʸ ╧ σ2 υ ṙ N(µ, σ2) υᶌ

ḧ ο Ỷḥ [a, b] υ ṙᶌ ϪⱱυṚ″ξ

ΰʹN(µ, σ2)(t) = 1√
2πσ

e− (t−µ)2

2σ2 (−∞ < t <

∞), N([a, b]|µ, σ2) =
∫ b

a
N(µ, σ2)(t) dt. Өυ R υ

РϬЃϮ ‴ �µ ∈ F(R)Ϫ ởςϚλ ╧σ2υРϬЃϮ

ṙ N(�µ, σ2)ϪZadehυᶆ ᾔ ςϠϢⱱξ ϙ

ϣ: Ỷḥ [a, b]υРϬЃϮ Ṝᶌ ϪN([a, b]|�µ, σ2)(t) =

supµ:N([a,b]|µ,σ2)=t �µ(µ), (−∞ < a < b < ∞, 0 < t ≦
1)ο ΰʹ

5. РϬЃϮФϯЃϭоЭВж
РϬЃϯⱥῄ

�µ ∈ F(R)ς ήνʸРϬЃϮ ṙ N(�µ, σ2
0)Ϫ

υ ở θ υⱥ οήʸX = x ϪḠ ήζ

‴υⱥῄРϬЃϮ ṙ N(�µx, σ2
n)ϪӝᴜυϠΜς

ήν Ṯΰϣ: θx : µ ∈ R → nx/c2 + µ/σ2
0

n/c2 + 1/σ2
0

∈ R, ο

ήʸⱥῄРϬЃϮ ṙ Ϫⱱξ ϙϣ: N(�µx, σ2
n) =

N(θx(�µ), σ2
n), �µx = θx(�µ).

Өυ a ∈ Rς ήνʺN(�µx, σ2
n)υ РϬЃϮ

ᶌ Ϫⱱξ ΰ: �λU (a|x) := N([a, ∞)|θx(�µ), σ2
n),

�λL(a|x) := N((−∞, a]|θx(�µ), σ2
n).

Theorem 2. �µ ∈ �RυοΤʸⱱυ (i)-(iii)Σ Ϣ λʹ

(i) Өυ a ∈ R, X = x ς ήνʸ�λU (a|x) ∈
�R, �λL(a|x) ∈ �R,

(ii) Өυ δ(0 ≦ δ ≦ 1)ς ήνʸ
�λU (a|x)δ = [λ−

U (a|x)δ,λ+
U (a|x)δ],�λL(a|x)δ =

[λ−
L (a|x)δ, λ+

L(a|x)δ]. ζηήʸ�µδ = [µ−
δ , µ+

δ ]

οΠΦοʸλ±
U (a|x)δ = N([a, ∞)|θx(µ±

δ ), σ2
n),

λ±
L (a|x)δ = N((−∞, a]|θx(µ∓

δ ), σ2
n) ( ‴ ),

(iii)λ±
U (a|x)φ aςλΚνυ ρᾘ ḧ ʸλ±

L (a|x)

φ aςλΚνυ ρ ᴣḧ ξΘϣʹ

δ-зФжМ˒ІоЊϯж

ФϯЅ υᴞ ώ φʸⱱυϠΜρ–Ξ ςḿμΚ

ν‚Μ. Ө Ϫ αοΰϣοΤʸ Ξχʸ

ṏ ᴞ H0 : θ ≦ θ0, ᴞ H1 : θ > θ0

ς ήν
∫y

θ≦θ0
p(θ|x)dθ < α ρϡχʸṏ ᴞ H0Ϫ

ṍṾή ᴞ H1Ϫ⅔ ΰϣʹ κνʸ ᴞ H1ς

ΰϣH0υṍṾӻφⱱυϠΜςρϣ: θ0 ≧ p(α|x, δ).

ςʸ ᴞ H2 ς ΰϣ H0 υṍṾӻφⱱυϠ

Μςρϣ: θ0 ≦ p(α|x, δ).

ήζΣκνʸ υH1ς ΰϣṍṾӻφⱱυꜞο

ςρϣ: x ≦ c2

n

(
θ0

σ2
n

−
µ+

δ

σ0
− Φ−1(1 − α)

σn

)
. ζη

ήʸΦφ ṙ N(0, 1)υ ḧ Ϫ ΰʹΪϤ

Ϫʸ ᴞ H1ς ΰϣṍṾӻυẦ € (ᾠᵤ )

οήν d(θ0, δ, α)οΠΦΪοςΰϣʹ ςʸ ꜞυ

µ+
δ Ϫµ−

δ ς Ξν x ≦ c2

n

(
θ0

σ2
n

−
µ−

δ

σ0
− Φ−1(1 − α)

σn

)

Ϫ ᴞ H1 ς ΰϣṍṾӻυẦ ԝ οήν

d(θ0, δ, α) οΠΦʹΪυοΤʸⱱυϠΜρ Ϫΰϣ

ΪοΣξΤϣʹ

x ≦ d(θ0, δ, α) ρϡχ ☿ (ᾬ ),

d(θ0, δ, α) < x < d(θ0, δ, α) ρϡχḕ♦ ,

x ≧ d(θ0, δ, α) ρϡχὉ ( ).

ᴞ H2 ς ΰϣṍṾӻςλΚνφʸӝᴜυ

ϠΜςρϣʹφίϙςʸp = θx(µ+
δ ) + σnΦ−1(α)

οΠΚνʸθ0 ≦ p ορϣ ӻϪẎϙϣοʸx ≧
c2

n

(
θ0

σ2
n

−
µ+

δ

σ2
0

− Φ−1(α)

σn

)
:= e(θ0, δ, α) ορϢʸ

ꜞυ µ+
δ Ϫ µ−

δ ς Ξζ ‴ςλΚνϚ x ≧
c2

n

(
θ0

σ2
n

−
µ−

δ

σ2
0

− Φ−1(α)

σn

)
:= e(θ0, δ, α) Ϫ ϣΡϡʸ

x ≧ e(θ0, δ, α) ρϡχ ☿ (ᾬ ),

e(θ0, δ, α) < x < e(θ0, δ, α) ρϡχḕ♦ ,

x ≦ e(θ0, δ, α) ρϡχὉ ( ).

РϬЃϮMax οМз˒Г℗

РϬЃϮMax 11)≼ςλΚν: ã, b̃ ∈ R̃ς ήνʸ

ã−
δ ≼ b̃−

δ Ρλ ã+
δ ≼ b̃+

δ Σΰϑνυ δ(0 ≦ δ ≦ 1)ς ή

ν Ϣ λοΤ ˜ya ≼ b̃ο ΰʹϖζ ˜ya ≼ b̃Ρλ ã ̸= b̃

υοΤ, ã ≺ b̃ ο ΰʹζηήʸãδ = [ã−
δ , ã+

δ ], b̃δ =

[b̃−
δ , b̃+

δ ]ξΘϣ ĺocation problemοήνυМз˒Г℗

ςḧήνφⱱυὩᴬΣ ϡϤϣ12)ʹ

Zadeh υᶆ ᾔ ςϠϣФϯЅеЄϺϪ r(d, µ̃) =∫
r(d, θ)N(µ̃, σ2

0(θ)dθο ΰʹζηήʸd ∈ DξDφ

ὦ Ἁḥʸr(d, θ)φD × Θ υ flḧ Ϫ ΰʹΪυ

Ɑʸⱱυ Ϫ ϣʹ

Lemma 5. ᶄὦ d ∈ D ς ήν r(d, µ) φ µ ς

ḧήν Ρλ ξΘϣοΰϣʹΪυⱭʸ Өυ

РϬЃϯ µ̃ ∈ R̃ ς ήνʸ(i) r(d, µ̃) ∈ R̃, (ii)

r(d, µ̃)δ = [minµ∈µ̃δ
r(d, µ̃), maxµ∈µ̃δ

r(d, µ̃)] Σ Ϣ

λʹ

Ϊυ υᴞ υᴜξʸὦ d∗ ∈ D ΣМз˒Г

℗ ξΘϣοφ r(d, µ̃) ≺ r(d∗, µ̃) ορϣ d ∈ D

Σ ∑ήρΚ ‴ϪΚΜʹΪΪξʸlocation problem

ςΠΨϣ flḧ r(d, θ) = (d − θ)2 ςλΚν–Ξ

ϣο r(d, µ) = σ2
0 + (µ − d)2 ο βϣυξ υ

ϠϢ r(d, µ̃)δ = σ2
0 + [r(d)δ, r(d)δ] Ϫ ϣʹ ζη

ήʸr(d)δ = 0(d ∈ µ̃δ), = min{(µ
δ

− d)2, (µδ −
d)2}(δυ ), r(d)δ = max{(µ

δ
−d)2, (µδ −d)2}. ӝ

Ρϡʸ ⱱυὩᴬϪ ϣʹ

Theorem 3. d∗ ∈ µ̃1 Ρλ d = d∗ υⱭς max{(µ
δ

−
d)2, (µδ − d)2}Σ Өυ δ(0 < δ < 1)ςḧήνӿ ς

℗ ςρϣρϡχ d∗ φРϬЃϮМз˒Г℗ ξΘϣʹ

Ϊυ ςϠϢʸРϬЃϯ µ̃ΣΘϣ a ∈ µ̃1ξ

ρРϬЃϯ ξΘϤχʸd∗ = aφРϬЃϯМз˒Г

℗ ξΘϣΪοΣᾞΞϣʹ

6. ЂЪаз˒Ђво: ṙ ςϠϣ ᾑכ
ΪΪξφʸ�µϪ╡ᶏРϬЃϮ οΰϣʹΰρϧθʸ

�µ := N(a/b/c) =





x − a

b − a
, a ≦ x ≦ b,

c − x

c − b
, b < x ≦ c,

0, δυ

(4)

ΪυοΤʸδ-зФж ‴φⱱξ ΞϡϤϣ: �µδ =[
µ−

δ , µ+
δ

]
, 0 ≦ δ ≦ 1.ζηή µy−

δ = bδ+a(1−δ), µ+
δ =

bδ + c(1 − δ).

ἅ ςʸN(−4/0/4), n = 10ʸṊ υ ╧υ

c2 = 1ʸⱥ ꜟ N(�µ, 1)οήν Ө α = 0.025

ς ΰϣ δ-зФж (δ = 0.6, 0.8, 1)υṍṾӻς ΰϣ

Ϫ ( 1) ς⸗ήʸ╡ᶏРϬЃϮ υ ( 1) ο

Ḙ Ỷḥ ( 2) ϪδϤεϤ⸗ΰʹ υ ở θ0 =

−0.8, −0.4, 0, 0.4, 0.8υⱭυ x(n = 100, 500ᵓ)υ╧

ςδϤεϤυḘ ᾠᵤ Ϫ Ψν ( 3,4,5)ς⸗ΰʹ

�λL(a|x) := N((−∞, a]|θx(�µ), σ2
n).

Theorem 2. �µ ∈ �RυοΤʸⱱυ (i)-(iii)Σ Ϣ λʹ

(i) Өυ a ∈ R, X = x ς ήνʸ�λU (a|x) ∈
�R, �λL(a|x) ∈ �R,

(ii) Өυ δ(0 ≦ δ ≦ 1)ς ήνʸ
�λU (a|x)δ = [λ−

U (a|x)δ,λ+
U (a|x)δ],�λL(a|x)δ =

[λ−
L (a|x)δ, λ+

L(a|x)δ]. ζηήʸ�µδ = [µ−
δ , µ+

δ ]

οΠΦοʸλ±
U (a|x)δ = N([a, ∞)|θx(µ±

δ ), σ2
n),

λ±
L (a|x)δ = N((−∞, a]|θx(µ∓

δ ), σ2
n) ( ‴ ),

(iii)λ±
U (a|x)φ aςλΚνυ ρᾘ ḧ ʸλ±

L (a|x)

φ aςλΚνυ ρ ᴣḧ ξΘϣʹ

δ-зФжМ˒ІоЊϯж

ФϯЅ υᴞ ώ φʸⱱυϠΜρ–Ξ ςḿμΚ

ν‚Μ. Ө Ϫ αοΰϣοΤʸ Ξχʸ

ṏ ᴞ H0 : θ ≦ θ0, ᴞ H1 : θ > θ0

ς ήν
∫y

θ≦θ0
p(θ|x)dθ < α ρϡχʸṏ ᴞ H0Ϫ

ṍṾή ᴞ H1Ϫ⅔ ΰϣʹ κνʸ ᴞ H1ς

ΰϣH0υṍṾӻφⱱυϠΜςρϣ: θ0 ≧ p(α|x, δ).

ςʸ ᴞ H2 ς ΰϣ H0 υṍṾӻφⱱυϠ

Μςρϣ: θ0 ≦ p(α|x, δ).

ήζΣκνʸ υH1ς ΰϣṍṾӻφⱱυꜞο

ςρϣ: x ≦ c2

n

(
θ0

σ2
n

−
µ+

δ

σ0
− Φ−1(1 − α)

σn

)
. ζη

ήʸΦφ ṙ N(0, 1)υ ḧ Ϫ ΰʹΪϤ

Ϫʸ ᴞ H1ς ΰϣṍṾӻυẦ € (ᾠᵤ )

οήν d(θ0, δ, α)οΠΦΪοςΰϣʹ ςʸ ꜞυ

µ+
δ Ϫµ−

δ ς Ξν x ≦ c2

n

(
θ0

σ2
n

−
µ−

δ

σ0
− Φ−1(1 − α)

σn

)

Ϫ ᴞ H1 ς ΰϣṍṾӻυẦ ԝ οήν

d(θ0, δ, α) οΠΦʹΪυοΤʸⱱυϠΜρ Ϫΰϣ

ΪοΣξΤϣʹ

x ≦ d(θ0, δ, α) ρϡχ ☿ (ᾬ ),

d(θ0, δ, α) < x < d(θ0, δ, α) ρϡχḕ♦ ,

x ≧ d(θ0, δ, α) ρϡχὉ ( ).

ᴞ H2 ς ΰϣṍṾӻςλΚνφʸӝᴜυ

ϠΜςρϣʹφίϙςʸp = θx(µ+
δ ) + σnΦ−1(α)

οΠΚνʸθ0 ≦ p ορϣ ӻϪẎϙϣοʸx ≧
c2

n

(
θ0

σ2
n

−
µ+

δ

σ2
0

− Φ−1(α)

σn

)
:= e(θ0, δ, α) ορϢʸ

ꜞυ µ+
δ Ϫ µ−

δ ς Ξζ ‴ςλΚνϚ x ≧
c2

n

(
θ0

σ2
n

−
µ−

δ

σ2
0

− Φ−1(α)

σn

)
:= e(θ0, δ, α) Ϫ ϣΡϡʸ

x ≧ e(θ0, δ, α) ρϡχ ☿ (ᾬ ),

e(θ0, δ, α) < x < e(θ0, δ, α) ρϡχḕ♦ ,

x ≦ e(θ0, δ, α) ρϡχὉ ( ).

РϬЃϮMax οМз˒Г℗

РϬЃϮMax 11)≼ςλΚν: ã, b̃ ∈ R̃ς ήνʸ

ã−
δ ≼ b̃−

δ Ρλ ã+
δ ≼ b̃+

δ Σΰϑνυ δ(0 ≦ δ ≦ 1)ς ή

ν Ϣ λοΤ ˜ya ≼ b̃ο ΰʹϖζ ˜ya ≼ b̃Ρλ ã ̸= b̃

υοΤ, ã ≺ b̃ ο ΰʹζηήʸãδ = [ã−
δ , ã+

δ ], b̃δ =

[b̃−
δ , b̃+

δ ]ξΘϣ ĺocation problemοήνυМз˒Г℗

ςḧήνφⱱυὩᴬΣ ϡϤϣ12)ʹ

Zadeh υᶆ ᾔ ςϠϣФϯЅеЄϺϪ r(d, µ̃) =∫
r(d, θ)N(µ̃, σ2

0(θ)dθο ΰʹζηήʸd ∈ DξDφ

ὦ Ἁḥʸr(d, θ)φD × Θ υ flḧ Ϫ ΰʹΪυ

Ɑʸⱱυ Ϫ ϣʹ

Lemma 5. ᶄὦ d ∈ D ς ήν r(d, µ) φ µ ς

ḧήν Ρλ ξΘϣοΰϣʹΪυⱭʸ Өυ

РϬЃϯ µ̃ ∈ R̃ ς ήνʸ(i) r(d, µ̃) ∈ R̃, (ii)

r(d, µ̃)δ = [minµ∈µ̃δ
r(d, µ̃), maxµ∈µ̃δ

r(d, µ̃)] Σ Ϣ

λʹ

Ϊυ υᴞ υᴜξʸὦ d∗ ∈ D ΣМз˒Г

℗ ξΘϣοφ r(d, µ̃) ≺ r(d∗, µ̃) ορϣ d ∈ D

Σ ∑ήρΚ ‴ϪΚΜʹΪΪξʸlocation problem

ςΠΨϣ flḧ r(d, θ) = (d − θ)2 ςλΚν–Ξ

ϣο r(d, µ) = σ2
0 + (µ − d)2 ο βϣυξ υ

ϠϢ r(d, µ̃)δ = σ2
0 + [r(d)δ, r(d)δ] Ϫ ϣʹ ζη

ήʸr(d)δ = 0(d ∈ µ̃δ), = min{(µ
δ

− d)2, (µδ −
d)2}(δυ ), r(d)δ = max{(µ

δ
−d)2, (µδ −d)2}. ӝ

Ρϡʸ ⱱυὩᴬϪ ϣʹ

Theorem 3. d∗ ∈ µ̃1 Ρλ d = d∗ υⱭς max{(µ
δ

−
d)2, (µδ − d)2}Σ Өυ δ(0 < δ < 1)ςḧήνӿ ς

℗ ςρϣρϡχ d∗ φРϬЃϮМз˒Г℗ ξΘϣʹ

Ϊυ ςϠϢʸРϬЃϯ µ̃ΣΘϣ a ∈ µ̃1ξ

ρРϬЃϯ ξΘϤχʸd∗ = aφРϬЃϯМз˒Г

℗ ξΘϣΪοΣᾞΞϣʹ

6. ЂЪаз˒Ђво: ṙ ςϠϣ ᾑכ
ΪΪξφʸ�µϪ╡ᶏРϬЃϮ οΰϣʹΰρϧθʸ
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
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(4)
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δ , µ+
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]
, 0 ≦ δ ≦ 1.ζηή µy−
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δ =

bδ + c(1 − δ).

ἅ ςʸN(−4/0/4), n = 10ʸṊ υ ╧υ

c2 = 1ʸⱥ ꜟ N(�µ, 1)οήν Ө α = 0.025
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�λL(a|x) := N((−∞, a]|θx(�µ), σ2
n).

Theorem 2. �µ ∈ �RυοΤʸⱱυ (i)-(iii)Σ Ϣ λʹ
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L(a|x)δ]. ζηήʸ�µδ = [µ−
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δ ), σ2
n),
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δ ), σ2
n) ( ‴ ),

(iii)λ±
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ФϯЅ υᴞ ώ φʸⱱυϠΜρ–Ξ ςḿμΚ
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ṏ ᴞ H0 : θ ≦ θ0, ᴞ H1 : θ > θ0

ς ήν
∫y

θ≦θ0
p(θ|x)dθ < α ρϡχʸṏ ᴞ H0Ϫ

ṍṾή ᴞ H1Ϫ⅔ ΰϣʹ κνʸ ᴞ H1ς

ΰϣH0υṍṾӻφⱱυϠΜςρϣ: θ0 ≧ p(α|x, δ).

ςʸ ᴞ H2 ς ΰϣ H0 υṍṾӻφⱱυϠ
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ήζΣκνʸ υH1ς ΰϣṍṾӻφⱱυꜞο
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d(θ0, δ, α) οΠΦʹΪυοΤʸⱱυϠΜρ Ϫΰϣ

ΪοΣξΤϣʹ

x ≦ d(θ0, δ, α) ρϡχ ☿ (ᾬ ),

d(θ0, δ, α) < x < d(θ0, δ, α) ρϡχḕ♦ ,

x ≧ d(θ0, δ, α) ρϡχὉ ( ).

ᴞ H2 ς ΰϣṍṾӻςλΚνφʸӝᴜυ

ϠΜςρϣʹφίϙςʸp = θx(µ+
δ ) + σnΦ−1(α)

οΠΚνʸθ0 ≦ p ορϣ ӻϪẎϙϣοʸx ≧
c2

n

(
θ0

σ2
n

−
µ+

δ

σ2
0

− Φ−1(α)

σn

)
:= e(θ0, δ, α) ορϢʸ

ꜞυ µ+
δ Ϫ µ−

δ ς Ξζ ‴ςλΚνϚ x ≧
c2

n

(
θ0

σ2
n

−
µ−

δ

σ2
0

− Φ−1(α)

σn

)
:= e(θ0, δ, α) Ϫ ϣΡϡʸ

x ≧ e(θ0, δ, α) ρϡχ ☿ (ᾬ ),

e(θ0, δ, α) < x < e(θ0, δ, α) ρϡχḕ♦ ,

x ≦ e(θ0, δ, α) ρϡχὉ ( ).

РϬЃϮMax οМз˒Г℗

РϬЃϮMax 11)≼ςλΚν: ã, b̃ ∈ R̃ς ήνʸ

ã−
δ ≼ b̃−

δ Ρλ ã+
δ ≼ b̃+

δ Σΰϑνυ δ(0 ≦ δ ≦ 1)ς ή

ν Ϣ λοΤ ˜ya ≼ b̃ο ΰʹϖζ ˜ya ≼ b̃Ρλ ã ̸= b̃

υοΤ, ã ≺ b̃ ο ΰʹζηήʸãδ = [ã−
δ , ã+

δ ], b̃δ =

[b̃−
δ , b̃+

δ ]ξΘϣ ĺocation problemοήνυМз˒Г℗

ςḧήνφⱱυὩᴬΣ ϡϤϣ12)ʹ

Zadeh υᶆ ᾔ ςϠϣФϯЅеЄϺϪ r(d, µ̃) =∫
r(d, θ)N(µ̃, σ2

0(θ)dθο ΰʹζηήʸd ∈ DξDφ

ὦ Ἁḥʸr(d, θ)φD × Θ υ flḧ Ϫ ΰʹΪυ

Ɑʸⱱυ Ϫ ϣʹ

Lemma 5. ᶄὦ d ∈ D ς ήν r(d, µ) φ µ ς

ḧήν Ρλ ξΘϣοΰϣʹΪυⱭʸ Өυ

РϬЃϯ µ̃ ∈ R̃ ς ήνʸ(i) r(d, µ̃) ∈ R̃, (ii)

r(d, µ̃)δ = [minµ∈µ̃δ
r(d, µ̃), maxµ∈µ̃δ

r(d, µ̃)] Σ Ϣ

λʹ

Ϊυ υᴞ υᴜξʸὦ d∗ ∈ D ΣМз˒Г

℗ ξΘϣοφ r(d, µ̃) ≺ r(d∗, µ̃) ορϣ d ∈ D

Σ ∑ήρΚ ‴ϪΚΜʹΪΪξʸlocation problem

ςΠΨϣ flḧ r(d, θ) = (d − θ)2 ςλΚν–Ξ

ϣο r(d, µ) = σ2
0 + (µ − d)2 ο βϣυξ υ

ϠϢ r(d, µ̃)δ = σ2
0 + [r(d)δ, r(d)δ] Ϫ ϣʹ ζη

ήʸr(d)δ = 0(d ∈ µ̃δ), = min{(µ
δ

− d)2, (µδ −
d)2}(δυ ), r(d)δ = max{(µ

δ
−d)2, (µδ −d)2}. ӝ

Ρϡʸ ⱱυὩᴬϪ ϣʹ

Theorem 3. d∗ ∈ µ̃1 Ρλ d = d∗ υⱭς max{(µ
δ

−
d)2, (µδ − d)2}Σ Өυ δ(0 < δ < 1)ςḧήνӿ ς

℗ ςρϣρϡχ d∗ φРϬЃϮМз˒Г℗ ξΘϣʹ

Ϊυ ςϠϢʸРϬЃϯ µ̃ΣΘϣ a ∈ µ̃1ξ

ρРϬЃϯ ξΘϤχʸd∗ = aφРϬЃϯМз˒Г

℗ ξΘϣΪοΣᾞΞϣʹ

6. ЂЪаз˒Ђво: ṙ ςϠϣ ᾑכ
ΪΪξφʸ�µϪ╡ᶏРϬЃϮ οΰϣʹΰρϧθʸ

�µ := N(a/b/c) =





x − a

b − a
, a ≦ x ≦ b,

c − x

c − b
, b < x ≦ c,

0, δυ

(4)

ΪυοΤʸδ-зФж ‴φⱱξ ΞϡϤϣ: �µδ =[
µ−

δ , µ+
δ

]
, 0 ≦ δ ≦ 1.ζηή µy−

δ = bδ+a(1−δ), µ+
δ =

bδ + c(1 − δ).

ἅ ςʸN(−4/0/4), n = 10ʸṊ υ ╧υ

c2 = 1ʸⱥ ꜟ N(�µ, 1)οήν Ө α = 0.025

ς ΰϣ δ-зФж (δ = 0.6, 0.8, 1)υṍṾӻς ΰϣ

Ϫ ( 1) ς⸗ήʸ╡ᶏРϬЃϮ υ ( 1) ο

Ḙ Ỷḥ ( 2) ϪδϤεϤ⸗ΰʹ υ ở θ0 =

−0.8, −0.4, 0, 0.4, 0.8υⱭυ x(n = 100, 500ᵓ)υ╧

ςδϤεϤυḘ ᾠᵤ Ϫ Ψν ( 3,4,5)ς⸗ΰʹ

ファジイベイジアンモデル
ファジイ事後分布

δ-レベルパーセンタイル

ファジイ Maz 順序とバレート最適性
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シミュレーション：正規乱数による
数値実験

図 1．三角ファイジィ関数の例 N ( － 4/0/4)．

図 2．棄却域と許容範囲の例 μ =N ( － 4/0/4)．

図 3．X 管理図の数値実験例 N ( － 0.8,1) と N ( － 0.4,1)．

図 4．X 管理図の数値実験例 N (0,1)．

図 5．X 管理図の数値実験例 N (0.4,1) と N (0.8,1)．

˜

–

–

–

おわりに
本稿では、不確実環境下での品質管理手法のなかで、

実務における費用等経済性の視点と数理統計におけ

る理論的視点の両方を併せ持つ解析手法について考

察した。また、シミュレーションによる数値実験に

より、具体的な分析方法を示した。数理モデルの拡

張、実際面での応用、数学的な抽象空間における理

論研究など、これからもこの分野の研究の進展が期

待される。

謝辞
本研究テーマの展開と発展については、千葉大学名

誉教授蔵野正美先生、佐々木稔氏の両氏との長年の

示す (図 3, 4, 5)。
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A dynamical system on the Riemann sphere with a question in high
school math
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Abstract: Convergence and/or divergence of an infinite sequence of numbers given by a recursive formula is

one of the major topics in high school math. A student who learned “Linear algebra” and “Theory of complex

functions” can understand a certain type of sequence as a discrete dynamical system on the Riemann sphere,

which gives him or her a bird’s eye view of the question.

Keywords: an infinite sequence of numbers, a linear fractional transformation, a dynamical system, Riemann

sphere, an eigenvector

1 φίϙς

ᶖυᵁ ˬ ᶖ˭ ᶖ♫ᾑ Ϫ −οήνʸ‮ 
ᶖςᾛϤϣ −Ϫ ᶖ ᶖῄςᶖύ,ϜϜ ϫη♦ Ρ

ϡ ΰϤχʸϠϢ ΣΤΦΪοϪ ⸗ΰϣʹ
ρΠʸ ​φʸ2016 ῄṋυϵЫЖЛЄἷꜞυ“Ṯ

ˬ ʼ ᶖᾄẓ ˭ξ υזּ (11Ὤ 23 )ήζ
ςḿμΚνΚϣʹ

2 Θϣ ᶖ♫ᾑ

υ ᶖ ᶖ♫ᾑ 1) ξⱱυϠΜρ Σ άϤ
ζ (ζηήʸӿ ʸ Ϫ ʸ ´)ʹ

{an} φ a1 = 2ξʸ ᴝꜞ an+1 = 5an+2
4an+7 Ϫ

ζΰʹΪυοΤ byn = 2an−1
an+1 οήν byn+1 = tbn

ρϣ (nςḧἮήρΚ) tϪẎϙʸlimn→∞ an

ϪẎϙϠʹ

ΪϤφΪϤξʸ‮  ᶖυ οήν ς Ϣ κν
ΚϣυξΘϣΣʸbn ϐυ Ḉρπ Ὺ ρ ΚΣήρΚ
ξϚρΚʹήΡήʸ ᶖ ᶖῄςᶖϫηˬ ἷ ˭ο
ˬḧ ˭Ϫ︡ΣΡϢςΰϤχʸΤϧϙνꜙ ρ ᶖυ
ᵤυӿ οήνϗϣⱥΣξΤϣʹ

3 Riemann Ẓ ο 1ⱱ Ḉ

υ ᴝꜞφ Riemann Ẓ υꜙᾨ ἵϪ◖ΚṜΪ
άβϣʹΰρϧθʸR = C ∪ {∞} Ϫ Riemann Ẓ ο

ΰϣοΤʸ ‚ A =

(
a b

c d

)
ςλΚνʸz �→

A⟨z⟩ = az+b
cz+d οΰϤχΪϤφ R υ ꜙᾨ ἵξΘϢʸ

Ẃς R υ ꜙᾨ ἵφΪυϠΜςήν ϡϤϣʹΪΪ
ξʸ∞ ςλΚνφʸ ςᵒּרΰϣʸ Ξχʸ 1

∞ = 0,
1
0 = ∞ οᵒּרήʸA⟨∞⟩ = a

c ξΘϣʹήζΣκνʸ
A⟨∞⟩ = ∞ ⇔ c = 0 ξΘϣ ˏʹϖζʸόζλυ ‚

A, B ςλΚνʸA⟨B⟨z⟩⟩ = AB⟨z⟩ φ ӪςϧΡϣʹ
άν ayn ∈ C οήνʸ ᴝꜞ an+1 = A⟨an⟩Ϫ–Ξϣοʸ
{an}n φ R υ ╧ ᶖὅςᾉΞνΦϣʹΪΪξּכ Ϫ
ϑϤχʸⱭḥМдЬ˒ЊϪⱬλ υ֩ Ϫ ᶖὅοϠ

ύΣʸδυ Ρϡʸ ╧МдЬ˒ЊϪⱬλ υ֩ Ϫ
╧ ᶖὅοϠύʹ
ӝᴜ n φ (ꜙ ξφρΦ) Ϫ ϣϚυο

ΰϣʹ

4 υ ꜞᴝοṚ″

‚ A Ϫᾥ ή ay0 ∈ R οΰϣʹΪυοΤʸ
οΰϣυφ е˒ЩоẒ R υ ╧ ᶖὅ

{an ∈ R | n ∈ N0, an = An⟨a0⟩}

ξΘϢʸΪϤϪ DA(a0) ο δΜʹϖζʸAϪᾥ ήʸ
ṋ a0 ∈ R Ϫ Ρήζṝ Ϫ DA ξ ΰʹΰρϧ
θʸDA = {DA(a0) | a0 ∈ R} ξΘϣʹ

2 ξԍ ήζ ξφ A =

(
5 2

4 7

)
ʸ(a1 = 2 ρ

υξʸ) a0 = −4 ξΘϣʹ

Ṯ 1. lim DA(a0) = lim
n→∞

an οΰϣʹ

Ϊυộᾠφ ∑ΰϣοφᾠϡρΚΣʸπυϠΜρ ‴
ς ∑ΰϣΡʸ ∑ΰϣ ‴ʸδυộᾠφπυϠΜςή
ν ϡϤϣυΡϪ–Ξϣʹάϡςʸlim DA(a0) υ Ϫ
lim DA οήʸ

Fix DA = {a0 ∈ R | DA(a0)φ 1 Ρϡρϣ }

οΰϤχʸ ϡΡς (a0 ∈ Fix DA ρϡχΰϑνυ n ∈ N0

ς ή an = a0 ξΘϣυξ )y Fix DA ⊂ lim DA ξΘϣʹ
Ẃς α ∈ lim DA οΰϤχʸΘϣ ṋ a0 ςλΚνʸ
ᴝꜞ an+1 = A⟨an⟩ Ρϡ ϡϤϣ {an}n ςλΚ

νʸα = limn→∞ an ξΘϣʹ κνʸΪυ ᴝꜞυ
υộᾠϪοϤχ αy = A⟨α⟩ ορϢ αy ∈ Fix DA ξΘϣʹ
ӝ ϖοϙνʸ

1. Fix DA = lim DAʹ

5 RiemannẒ ο ְאָ

ά 2 υ ФϺГж Ρϡ 0 ФϺГжϪ Κζ
ϚυϪ Σ ήΚФϺГжϪ ӿ♦ΰϣΪοςϠϢʸ
ְאָ P1(C) Ϫ ϣʹήζΣκνʸP1(C)υ οήν(

x

y

)
=

(
x′

y′

)
οΚΜΪοφʸ ФϺГжοήνφʸ

Θϣ 0ξρΚ ρΣ ∑ήν

(
x

y

)
= ρ

(
x′

y′

)
Ϫ

ζΰοΚΜΪοϪӨ ΰϣʹz ∈ C ς

(
z

1

)
∈ P1(C)

Ϫ ᴀάβʸ∞ ςφ

(
1

0

)
∈ P1(C) Ϫ ᴀάβϣΪο

ςϠϢʸRΡϡ P1(C)ϐυ 1 1 ᴀΣ ϡϤϣΣʸΪ
Ϥφ   ϖξ₃ϙν ᴀήνΚϣʹήΡϚ

R ∋ ω ←�→
(

x
y

)
∈ P1(C)υοΤ A⟨ω⟩ ←�→ A

(
x
y

)

ξΘϣʹ
ϠκνʸFix DA φ P1(C) υ ξ–ΞϣοʸA υᾥ
ФϺГжΡϡ ϡϤϣ υ ‴ξΘϣʹ
ΪυϠΜςήνʸ φ ἷ υ ςӯάϤζʹ

6 ἷ Ρϡυ–╒

άνʸˬ ἷ ˭ξᶖϫηϠΜςʸ2ⱱυ‚ Aςλ
Κνφʸⱱυ 3λυ ‴ΣṜΪϢΜϣʹ

(i) A φ Ӯρϣᾥ α, β Ϫⱬλ ‴ʹΪυοΤʸ

δϤεϤυᾥ ς ΰϣᾥ ФϺГж

(
g11

g21

)
,

(
g12

g22

)
ϪΪυ ς ϑζϚυϪGοΰϣο ΪyϤ

φ ‚ ξΘϢʸG−1AG =

(
α 0

0 β

)
ορϣʹ

(ii) Aυᾥ ‬ꜞφ αϪ ₠ςⱬθʸδυᾥ Ἁḥφ
2ⱱᾓξΘϣ ‴ʹΪυοΤ Ay = αE2 (E2 φ 2ⱱ
υ ӟ‚ )ξΘϣʹ

(iii) A υᾥ ‬ꜞφ α Ϫ ₠ςⱬλΣᾥ Ἁḥφ 1

ⱱᾓξΘϣ ‴ʹᾥ ФϺГжϪ

(
g11

g21

)
οΰϣ

οʸ 1ⱱ ꜞ

(A − αE2)

(
x
y

)
=

(
g11

g21

)

φ 1ⱱᾓ υᵒϪⱬλʹδυωολϪ

(
g12

g22

)
ο

ΰϤχʸ

(
g11

g21

)
ο

(
g12

g22

)
οφ ξΘϢʸ

Ϊυ ς ϑζ‚ Ϫ G ο ΦοʸG−1AG =(
α 1

0 α

)
ορϣʹ

ρΠʸϧϤϧϤυ ζϣ‚ A φ ξΘϣυξʸ
ςᾛϤϣ α, β φẴς 0ξφρΚʹ

1. 2 υ ξφʸA =

(
5 2

4 7

)
ρυξʸᾥ

‬ꜞφ λ2 − 12λ + 27 ξΘϣʹήζΣκνʸᾥ φ

3 ο 9ʹᾥ Ἁḥφᾥ 3 ς ήνφʸ

(
1

−1

)
ξ

ϡϤϣἉḥʸ9 ςλΚνφ

(
1

2

)
ΣοϤϣʹϠκν,

G =

(
1 1

−1 2

)
οΰϣο Gy−1AG =

(
3 0

0 9

)
ξΘ

Ϣʸbn = G−1⟨an⟩ οΠΨχʸ

bn+1 = G−1⟨an+1⟩ = G−1⟨A⟨an⟩⟩ = G−1A⟨G⟨bn⟩⟩

= G−1AG⟨bn⟩ =

(
3 0
0 9

)
⟨bn⟩ =

1

3
bn

ορϢʸ{bn} υӿ ‬ΣϧΡϢʸήζΣκν {an} υӿ
‬ΣẎϖϣʹ
υṱ ξφ G−1 υἅ ρ ⸗φ ξΘϣΣʸΪ

ϤϪἅ ςẎϙϤχ G−1 =

(
2 −1

1 1

)
ξΘϣυξʸ

bn = 2an−1
an+1 ορκνΚϣʹΪϤΣ 2 ξ Ὺ ςᾉΞ

ζ Ḉυ ξΘϣʹ

7 ְאָ ξυộᾠ

Ṛ″φ 5 υ ϢοΰϣʹΰρϧθʸӝᴜξφФϺГ

ж

(
a

b

)
Ϫ P1(C) υ οᾉϣυξʸ

(
a

b

)
̸=

(
0

0

)

ξΘϢʸρ ̸= 0 ςλΚνʸ

(
a

b

)
= ρ

(
a

b

)
ξΘϣʹ

ήζΣκνʸ6 (ii)υ ‴φ Aφ P1(C)υῴ אַ Ϫ
Ξʸ φ Ⱪ Ϣ trivialξΘϣʹɣ ᶖυḆ ῌς
ḆϤρ υζϙυזּ Ṛʽ ᶖξφ ΰϣϖξϚρΦʸ
ϡΡξΘϣοΤʸήχήχΪυῌϪ ΚϣʹΪυῌυ

ꜛ Ө φˬλϖϡρΚʸ₧↕ρ˭́ˡ

Ϊυộᾠφ ∑ΰϣοφᾠϡρΚΣʸπυϠΜρ ‴
ς ∑ΰϣΡʸ ∑ΰϣ ‴ʸδυộᾠφπυϠΜςή
ν ϡϤϣυΡϪ–Ξϣʹάϡςʸlim DA(a0) υ Ϫ
lim DA οήʸ

Fix DA = {a0 ∈ R | DA(a0)φ 1 Ρϡρϣ }

οΰϤχʸ ϡΡς (a0 ∈ Fix DA ρϡχΰϑνυ n ∈ N0

ς ή an = a0 ξΘϣυξ )y Fix DA ⊂ lim DA ξΘϣʹ
Ẃς α ∈ lim DA οΰϤχʸΘϣ ṋ a0 ςλΚνʸ
ᴝꜞ an+1 = A⟨an⟩ Ρϡ ϡϤϣ {an}n ςλΚ

νʸα = limn→∞ an ξΘϣʹ κνʸΪυ ᴝꜞυ
υộᾠϪοϤχ αy = A⟨α⟩ ορϢ αy ∈ Fix DA ξΘϣʹ
ӝ ϖοϙνʸ

1. Fix DA = lim DAʹ

5 RiemannẒ ο ְאָ

ά 2 υ ФϺГж Ρϡ 0 ФϺГжϪ Κζ
ϚυϪ Σ ήΚФϺГжϪ ӿ♦ΰϣΪοςϠϢʸ
ְאָ P1(C) Ϫ ϣʹήζΣκνʸP1(C)υ οήν(

x

y

)
=

(
x′

y′

)
οΚΜΪοφʸ ФϺГжοήνφʸ

Θϣ 0ξρΚ ρΣ ∑ήν

(
x

y

)
= ρ

(
x′

y′

)
Ϫ

ζΰοΚΜΪοϪӨ ΰϣʹz ∈ C ς

(
z

1

)
∈ P1(C)

Ϫ ᴀάβʸ∞ ςφ

(
1

0

)
∈ P1(C) Ϫ ᴀάβϣΪο

ςϠϢʸRΡϡ P1(C)ϐυ 1 1 ᴀΣ ϡϤϣΣʸΪ
Ϥφ   ϖξ₃ϙν ᴀήνΚϣʹήΡϚ

R ∋ ω ←�→
(

x
y

)
∈ P1(C)υοΤ A⟨ω⟩ ←�→ A

(
x
y

)

ξΘϣʹ
ϠκνʸFix DA φ P1(C) υ ξ–ΞϣοʸA υᾥ
ФϺГжΡϡ ϡϤϣ υ ‴ξΘϣʹ
ΪυϠΜςήνʸ φ ἷ υ ςӯάϤζʹ

6 ἷ Ρϡυ–╒

άνʸˬ ἷ ˭ξᶖϫηϠΜςʸ2ⱱυ‚ Aςλ
Κνφʸⱱυ 3λυ ‴ΣṜΪϢΜϣʹ

(i) A φ Ӯρϣᾥ α, β Ϫⱬλ ‴ʹΪυοΤʸ

δϤεϤυᾥ ς ΰϣᾥ ФϺГж

(
g11

g21

)
,

(
g12

g22

)
ϪΪυ ς ϑζϚυϪGοΰϣο ΪyϤ

φ ‚ ξΘϢʸG−1AG =

(
α 0

0 β

)
ορϣʹ

(ii) Aυᾥ ‬ꜞφ αϪ ₠ςⱬθʸδυᾥ Ἁḥφ
2ⱱᾓξΘϣ ‴ʹΪυοΤ Ay = αE2 (E2 φ 2ⱱ
υ ӟ‚ )ξΘϣʹ

(iii) A υᾥ ‬ꜞφ α Ϫ ₠ςⱬλΣᾥ Ἁḥφ 1

ⱱᾓξΘϣ ‴ʹᾥ ФϺГжϪ

(
g11

g21

)
οΰϣ

οʸ 1ⱱ ꜞ

(A − αE2)

(
x
y

)
=

(
g11

g21

)

φ 1ⱱᾓ υᵒϪⱬλʹδυωολϪ

(
g12

g22

)
ο

ΰϤχʸ

(
g11

g21

)
ο

(
g12

g22

)
οφ ξΘϢʸ

Ϊυ ς ϑζ‚ Ϫ G ο ΦοʸG−1AG =(
α 1

0 α

)
ορϣʹ

ρΠʸϧϤϧϤυ ζϣ‚ A φ ξΘϣυξʸ
ςᾛϤϣ α, β φẴς 0ξφρΚʹ

1. 2 υ ξφʸA =

(
5 2

4 7

)
ρυξʸᾥ

‬ꜞφ λ2 − 12λ + 27 ξΘϣʹήζΣκνʸᾥ φ

3 ο 9ʹᾥ Ἁḥφᾥ 3 ς ήνφʸ

(
1

−1

)
ξ

ϡϤϣἉḥʸ9 ςλΚνφ

(
1

2

)
ΣοϤϣʹϠκν,

G =

(
1 1

−1 2

)
οΰϣο Gy−1AG =

(
3 0

0 9

)
ξΘ

Ϣʸbn = G−1⟨an⟩ οΠΨχʸ

bn+1 = G−1⟨an+1⟩ = G−1⟨A⟨an⟩⟩ = G−1A⟨G⟨bn⟩⟩

= G−1AG⟨bn⟩ =

(
3 0
0 9

)
⟨bn⟩ =

1

3
bn

ορϢʸ{bn} υӿ ‬ΣϧΡϢʸήζΣκν {an} υӿ
‬ΣẎϖϣʹ
υṱ ξφ G−1 υἅ ρ ⸗φ ξΘϣΣʸΪ

ϤϪἅ ςẎϙϤχ G−1 =

(
2 −1

1 1

)
ξΘϣυξʸ

bn = 2an−1
an+1 ορκνΚϣʹΪϤΣ 2 ξ Ὺ ςᾉΞ

ζ Ḉυ ξΘϣʹ

7 ְאָ ξυộᾠ

Ṛ″φ 5 υ ϢοΰϣʹΰρϧθʸӝᴜξφФϺГ

ж

(
a

b

)
Ϫ P1(C) υ οᾉϣυξʸ

(
a

b

)
̸=

(
0

0

)

ξΘϢʸρ ̸= 0 ςλΚνʸ

(
a

b

)
= ρ

(
a

b

)
ξΘϣʹ

ήζΣκνʸ6 (ii)υ ‴φ Aφ P1(C)υῴ אַ Ϫ
Ξʸ φ Ⱪ Ϣ trivialξΘϣʹɣ ᶖυḆ ῌς
ḆϤρ υζϙυזּ Ṛʽ ᶖξφ ΰϣϖξϚρΦʸ
ϡΡξΘϣοΤʸήχήχΪυῌϪ ΚϣʹΪυῌυ

ꜛ Ө φˬλϖϡρΚʸ₧↕ρ˭́ˡ

Ϊυộᾠφ ∑ΰϣοφᾠϡρΚΣʸπυϠΜρ ‴
ς ∑ΰϣΡʸ ∑ΰϣ ‴ʸδυộᾠφπυϠΜςή
ν ϡϤϣυΡϪ–Ξϣʹάϡςʸlim DA(a0) υ Ϫ
lim DA οήʸ

Fix DA = {a0 ∈ R | DA(a0)φ 1 Ρϡρϣ }

οΰϤχʸ ϡΡς (a0 ∈ Fix DA ρϡχΰϑνυ n ∈ N0

ς ή an = a0 ξΘϣυξ )y Fix DA ⊂ lim DA ξΘϣʹ
Ẃς α ∈ lim DA οΰϤχʸΘϣ ṋ a0 ςλΚνʸ
ᴝꜞ an+1 = A⟨an⟩ Ρϡ ϡϤϣ {an}n ςλΚ

νʸα = limn→∞ an ξΘϣʹ κνʸΪυ ᴝꜞυ
υộᾠϪοϤχ αy = A⟨α⟩ ορϢ αy ∈ Fix DA ξΘϣʹ
ӝ ϖοϙνʸ

1. Fix DA = lim DAʹ

5 RiemannẒ ο ְאָ

ά 2 υ ФϺГж Ρϡ 0 ФϺГжϪ Κζ
ϚυϪ Σ ήΚФϺГжϪ ӿ♦ΰϣΪοςϠϢʸ
ְאָ P1(C) Ϫ ϣʹήζΣκνʸP1(C)υ οήν(

x

y

)
=

(
x′

y′

)
οΚΜΪοφʸ ФϺГжοήνφʸ

Θϣ 0ξρΚ ρΣ ∑ήν

(
x

y

)
= ρ

(
x′

y′

)
Ϫ

ζΰοΚΜΪοϪӨ ΰϣʹz ∈ C ς

(
z

1

)
∈ P1(C)

Ϫ ᴀάβʸ∞ ςφ

(
1

0

)
∈ P1(C) Ϫ ᴀάβϣΪο

ςϠϢʸRΡϡ P1(C)ϐυ 1 1 ᴀΣ ϡϤϣΣʸΪ
Ϥφ   ϖξ₃ϙν ᴀήνΚϣʹήΡϚ

R ∋ ω ←�→
(

x
y

)
∈ P1(C)υοΤ A⟨ω⟩ ←�→ A

(
x
y

)

ξΘϣʹ
ϠκνʸFix DA φ P1(C) υ ξ–ΞϣοʸA υᾥ
ФϺГжΡϡ ϡϤϣ υ ‴ξΘϣʹ
ΪυϠΜςήνʸ φ ἷ υ ςӯάϤζʹ

6 ἷ Ρϡυ–╒

άνʸˬ ἷ ˭ξᶖϫηϠΜςʸ2ⱱυ‚ Aςλ
Κνφʸⱱυ 3λυ ‴ΣṜΪϢΜϣʹ

(i) A φ Ӯρϣᾥ α, β Ϫⱬλ ‴ʹΪυοΤʸ

δϤεϤυᾥ ς ΰϣᾥ ФϺГж

(
g11

g21

)
,

(
g12

g22

)
ϪΪυ ς ϑζϚυϪGοΰϣο ΪyϤ

φ ‚ ξΘϢʸG−1AG =

(
α 0

0 β

)
ορϣʹ

(ii) Aυᾥ ‬ꜞφ αϪ ₠ςⱬθʸδυᾥ Ἁḥφ
2ⱱᾓξΘϣ ‴ʹΪυοΤ Ay = αE2 (E2 φ 2ⱱ
υ ӟ‚ )ξΘϣʹ

(iii) A υᾥ ‬ꜞφ α Ϫ ₠ςⱬλΣᾥ Ἁḥφ 1

ⱱᾓξΘϣ ‴ʹᾥ ФϺГжϪ

(
g11

g21

)
οΰϣ

οʸ 1ⱱ ꜞ

(A − αE2)

(
x
y

)
=

(
g11

g21

)

φ 1ⱱᾓ υᵒϪⱬλʹδυωολϪ

(
g12

g22

)
ο

ΰϤχʸ

(
g11

g21

)
ο

(
g12

g22

)
οφ ξΘϢʸ

Ϊυ ς ϑζ‚ Ϫ G ο ΦοʸG−1AG =(
α 1

0 α

)
ορϣʹ

ρΠʸϧϤϧϤυ ζϣ‚ A φ ξΘϣυξʸ
ςᾛϤϣ α, β φẴς 0ξφρΚʹ

1. 2 υ ξφʸA =

(
5 2

4 7

)
ρυξʸᾥ

‬ꜞφ λ2 − 12λ + 27 ξΘϣʹήζΣκνʸᾥ φ

3 ο 9ʹᾥ Ἁḥφᾥ 3 ς ήνφʸ

(
1

−1

)
ξ

ϡϤϣἉḥʸ9 ςλΚνφ

(
1

2

)
ΣοϤϣʹϠκν,

G =

(
1 1

−1 2

)
οΰϣο Gy−1AG =

(
3 0

0 9

)
ξΘ

Ϣʸbn = G−1⟨an⟩ οΠΨχʸ

bn+1 = G−1⟨an+1⟩ = G−1⟨A⟨an⟩⟩ = G−1A⟨G⟨bn⟩⟩

= G−1AG⟨bn⟩ =

(
3 0
0 9

)
⟨bn⟩ =

1

3
bn

ορϢʸ{bn} υӿ ‬ΣϧΡϢʸήζΣκν {an} υӿ
‬ΣẎϖϣʹ
υṱ ξφ G−1 υἅ ρ ⸗φ ξΘϣΣʸΪ

ϤϪἅ ςẎϙϤχ G−1 =

(
2 −1

1 1

)
ξΘϣυξʸ

bn = 2an−1
an+1 ορκνΚϣʹΪϤΣ 2 ξ Ὺ ςᾉΞ

ζ Ḉυ ξΘϣʹ

7 ְאָ ξυộᾠ

Ṛ″φ 5 υ ϢοΰϣʹΰρϧθʸӝᴜξφФϺГ

ж

(
a

b

)
Ϫ P1(C) υ οᾉϣυξʸ

(
a

b

)
̸=

(
0

0

)

ξΘϢʸρ ̸= 0 ςλΚνʸ

(
a

b

)
= ρ

(
a

b

)
ξΘϣʹ

ήζΣκνʸ6 (ii)υ ‴φ Aφ P1(C)υῴ אַ Ϫ
Ξʸ φ Ⱪ Ϣ trivialξΘϣʹɣ ᶖυḆ ῌς
ḆϤρ υζϙυזּ Ṛʽ ᶖξφ ΰϣϖξϚρΦʸ
ϡΡξΘϣοΤʸήχήχΪυῌϪ ΚϣʹΪυῌυ

ꜛ Ө φˬλϖϡρΚʸ₧↕ρ˭́ˡ

Ϊυộᾠφ ∑ΰϣοφᾠϡρΚΣʸπυϠΜρ ‴
ς ∑ΰϣΡʸ ∑ΰϣ ‴ʸδυộᾠφπυϠΜςή
ν ϡϤϣυΡϪ–Ξϣʹάϡςʸlim DA(a0) υ Ϫ
lim DA οήʸ

Fix DA = {a0 ∈ R | DA(a0)φ 1 Ρϡρϣ }

οΰϤχʸ ϡΡς (a0 ∈ Fix DA ρϡχΰϑνυ n ∈ N0

ς ή an = a0 ξΘϣυξ )y Fix DA ⊂ lim DA ξΘϣʹ
Ẃς α ∈ lim DA οΰϤχʸΘϣ ṋ a0 ςλΚνʸ
ᴝꜞ an+1 = A⟨an⟩ Ρϡ ϡϤϣ {an}n ςλΚ

νʸα = limn→∞ an ξΘϣʹ κνʸΪυ ᴝꜞυ
υộᾠϪοϤχ αy = A⟨α⟩ ορϢ αy ∈ Fix DA ξΘϣʹ
ӝ ϖοϙνʸ

1. Fix DA = lim DAʹ

5 RiemannẒ ο ְאָ

ά 2 υ ФϺГж Ρϡ 0 ФϺГжϪ Κζ
ϚυϪ Σ ήΚФϺГжϪ ӿ♦ΰϣΪοςϠϢʸ
ְאָ P1(C) Ϫ ϣʹήζΣκνʸP1(C)υ οήν(

x

y

)
=

(
x′

y′

)
οΚΜΪοφʸ ФϺГжοήνφʸ

Θϣ 0ξρΚ ρΣ ∑ήν

(
x

y

)
= ρ

(
x′

y′

)
Ϫ

ζΰοΚΜΪοϪӨ ΰϣʹz ∈ C ς

(
z

1

)
∈ P1(C)

Ϫ ᴀάβʸ∞ ςφ

(
1

0

)
∈ P1(C) Ϫ ᴀάβϣΪο

ςϠϢʸRΡϡ P1(C)ϐυ 1 1 ᴀΣ ϡϤϣΣʸΪ
Ϥφ   ϖξ₃ϙν ᴀήνΚϣʹήΡϚ

R ∋ ω ←�→
(

x
y

)
∈ P1(C)υοΤ A⟨ω⟩ ←�→ A

(
x
y

)

ξΘϣʹ
ϠκνʸFix DA φ P1(C) υ ξ–ΞϣοʸA υᾥ
ФϺГжΡϡ ϡϤϣ υ ‴ξΘϣʹ
ΪυϠΜςήνʸ φ ἷ υ ςӯάϤζʹ

6 ἷ Ρϡυ–╒

άνʸˬ ἷ ˭ξᶖϫηϠΜςʸ2ⱱυ‚ Aςλ
Κνφʸⱱυ 3λυ ‴ΣṜΪϢΜϣʹ

(i) A φ Ӯρϣᾥ α, β Ϫⱬλ ‴ʹΪυοΤʸ

δϤεϤυᾥ ς ΰϣᾥ ФϺГж

(
g11

g21

)
,

(
g12

g22

)
ϪΪυ ς ϑζϚυϪGοΰϣο ΪyϤ

φ ‚ ξΘϢʸG−1AG =

(
α 0

0 β

)
ορϣʹ

(ii) Aυᾥ ‬ꜞφ αϪ ₠ςⱬθʸδυᾥ Ἁḥφ
2ⱱᾓξΘϣ ‴ʹΪυοΤ Ay = αE2 (E2 φ 2ⱱ
υ ӟ‚ )ξΘϣʹ

(iii) A υᾥ ‬ꜞφ α Ϫ ₠ςⱬλΣᾥ Ἁḥφ 1

ⱱᾓξΘϣ ‴ʹᾥ ФϺГжϪ

(
g11

g21

)
οΰϣ

οʸ 1ⱱ ꜞ

(A − αE2)

(
x
y

)
=

(
g11

g21

)

φ 1ⱱᾓ υᵒϪⱬλʹδυωολϪ

(
g12

g22

)
ο

ΰϤχʸ

(
g11

g21

)
ο

(
g12

g22

)
οφ ξΘϢʸ

Ϊυ ς ϑζ‚ Ϫ G ο ΦοʸG−1AG =(
α 1

0 α

)
ορϣʹ

ρΠʸϧϤϧϤυ ζϣ‚ A φ ξΘϣυξʸ
ςᾛϤϣ α, β φẴς 0ξφρΚʹ

1. 2 υ ξφʸA =

(
5 2

4 7

)
ρυξʸᾥ

‬ꜞφ λ2 − 12λ + 27 ξΘϣʹήζΣκνʸᾥ φ

3 ο 9ʹᾥ Ἁḥφᾥ 3 ς ήνφʸ

(
1

−1

)
ξ

ϡϤϣἉḥʸ9 ςλΚνφ

(
1

2

)
ΣοϤϣʹϠκν,

G =

(
1 1

−1 2

)
οΰϣο Gy−1AG =

(
3 0

0 9

)
ξΘ

Ϣʸbn = G−1⟨an⟩ οΠΨχʸ

bn+1 = G−1⟨an+1⟩ = G−1⟨A⟨an⟩⟩ = G−1A⟨G⟨bn⟩⟩

= G−1AG⟨bn⟩ =

(
3 0
0 9

)
⟨bn⟩ =

1

3
bn

ορϢʸ{bn} υӿ ‬ΣϧΡϢʸήζΣκν {an} υӿ
‬ΣẎϖϣʹ
υṱ ξφ G−1 υἅ ρ ⸗φ ξΘϣΣʸΪ

ϤϪἅ ςẎϙϤχ G−1 =

(
2 −1

1 1

)
ξΘϣυξʸ

bn = 2an−1
an+1 ορκνΚϣʹΪϤΣ 2 ξ Ὺ ςᾉΞ

ζ Ḉυ ξΘϣʹ

7 ְאָ ξυộᾠ

Ṛ″φ 5 υ ϢοΰϣʹΰρϧθʸӝᴜξφФϺГ

ж

(
a

b

)
Ϫ P1(C) υ οᾉϣυξʸ

(
a

b

)
̸=

(
0

0

)

ξΘϢʸρ ̸= 0 ςλΚνʸ

(
a

b

)
= ρ

(
a

b

)
ξΘϣʹ

ήζΣκνʸ6 (ii)υ ‴φ Aφ P1(C)υῴ אַ Ϫ
Ξʸ φ Ⱪ Ϣ trivialξΘϣʹɣ ᶖυḆ ῌς
ḆϤρ υζϙυזּ Ṛʽ ᶖξφ ΰϣϖξϚρΦʸ
ϡΡξΘϣοΤʸήχήχΪυῌϪ ΚϣʹΪυῌυ

ꜛ Ө φˬλϖϡρΚʸ₧↕ρ˭́ˡ

Ϊυộᾠφ ∑ΰϣοφᾠϡρΚΣʸπυϠΜρ ‴
ς ∑ΰϣΡʸ ∑ΰϣ ‴ʸδυộᾠφπυϠΜςή
ν ϡϤϣυΡϪ–Ξϣʹάϡςʸlim DA(a0) υ Ϫ
lim DA οήʸ

Fix DA = {a0 ∈ R | DA(a0)φ 1 Ρϡρϣ }

οΰϤχʸ ϡΡς (a0 ∈ Fix DA ρϡχΰϑνυ n ∈ N0

ς ή an = a0 ξΘϣυξ )y Fix DA ⊂ lim DA ξΘϣʹ
Ẃς α ∈ lim DA οΰϤχʸΘϣ ṋ a0 ςλΚνʸ
ᴝꜞ an+1 = A⟨an⟩ Ρϡ ϡϤϣ {an}n ςλΚ

νʸα = limn→∞ an ξΘϣʹ κνʸΪυ ᴝꜞυ
υộᾠϪοϤχ αy = A⟨α⟩ ορϢ αy ∈ Fix DA ξΘϣʹ
ӝ ϖοϙνʸ

1. Fix DA = lim DAʹ

5 RiemannẒ ο ְאָ

ά 2 υ ФϺГж Ρϡ 0 ФϺГжϪ Κζ
ϚυϪ Σ ήΚФϺГжϪ ӿ♦ΰϣΪοςϠϢʸ
ְאָ P1(C) Ϫ ϣʹήζΣκνʸP1(C)υ οήν(

x

y

)
=

(
x′

y′

)
οΚΜΪοφʸ ФϺГжοήνφʸ

Θϣ 0ξρΚ ρΣ ∑ήν

(
x

y

)
= ρ

(
x′

y′

)
Ϫ

ζΰοΚΜΪοϪӨ ΰϣʹz ∈ C ς

(
z

1

)
∈ P1(C)

Ϫ ᴀάβʸ∞ ςφ

(
1

0

)
∈ P1(C) Ϫ ᴀάβϣΪο

ςϠϢʸRΡϡ P1(C)ϐυ 1 1 ᴀΣ ϡϤϣΣʸΪ
Ϥφ   ϖξ₃ϙν ᴀήνΚϣʹήΡϚ

R ∋ ω ←�→
(

x
y

)
∈ P1(C)υοΤ A⟨ω⟩ ←�→ A

(
x
y

)

ξΘϣʹ
ϠκνʸFix DA φ P1(C) υ ξ–ΞϣοʸA υᾥ
ФϺГжΡϡ ϡϤϣ υ ‴ξΘϣʹ
ΪυϠΜςήνʸ φ ἷ υ ςӯάϤζʹ

6 ἷ Ρϡυ–╒

άνʸˬ ἷ ˭ξᶖϫηϠΜςʸ2ⱱυ‚ Aςλ
Κνφʸⱱυ 3λυ ‴ΣṜΪϢΜϣʹ

(i) A φ Ӯρϣᾥ α, β Ϫⱬλ ‴ʹΪυοΤʸ

δϤεϤυᾥ ς ΰϣᾥ ФϺГж

(
g11

g21

)
,

(
g12

g22

)
ϪΪυ ς ϑζϚυϪGοΰϣο ΪyϤ

φ ‚ ξΘϢʸG−1AG =

(
α 0

0 β

)
ορϣʹ

(ii) Aυᾥ ‬ꜞφ αϪ ₠ςⱬθʸδυᾥ Ἁḥφ
2ⱱᾓξΘϣ ‴ʹΪυοΤ Ay = αE2 (E2 φ 2ⱱ
υ ӟ‚ )ξΘϣʹ

(iii) A υᾥ ‬ꜞφ α Ϫ ₠ςⱬλΣᾥ Ἁḥφ 1

ⱱᾓξΘϣ ‴ʹᾥ ФϺГжϪ

(
g11

g21

)
οΰϣ

οʸ 1ⱱ ꜞ

(A − αE2)

(
x
y

)
=

(
g11

g21

)

φ 1ⱱᾓ υᵒϪⱬλʹδυωολϪ

(
g12

g22

)
ο

ΰϤχʸ

(
g11

g21

)
ο

(
g12

g22

)
οφ ξΘϢʸ

Ϊυ ς ϑζ‚ Ϫ G ο ΦοʸG−1AG =(
α 1

0 α

)
ορϣʹ

ρΠʸϧϤϧϤυ ζϣ‚ A φ ξΘϣυξʸ
ςᾛϤϣ α, β φẴς 0ξφρΚʹ

1. 2 υ ξφʸA =

(
5 2

4 7

)
ρυξʸᾥ

‬ꜞφ λ2 − 12λ + 27 ξΘϣʹήζΣκνʸᾥ φ

3 ο 9ʹᾥ Ἁḥφᾥ 3 ς ήνφʸ

(
1

−1

)
ξ

ϡϤϣἉḥʸ9 ςλΚνφ

(
1

2

)
ΣοϤϣʹϠκν,

G =

(
1 1

−1 2

)
οΰϣο Gy−1AG =

(
3 0

0 9

)
ξΘ

Ϣʸbn = G−1⟨an⟩ οΠΨχʸ

bn+1 = G−1⟨an+1⟩ = G−1⟨A⟨an⟩⟩ = G−1A⟨G⟨bn⟩⟩

= G−1AG⟨bn⟩ =

(
3 0
0 9

)
⟨bn⟩ =

1

3
bn

ορϢʸ{bn} υӿ ‬ΣϧΡϢʸήζΣκν {an} υӿ
‬ΣẎϖϣʹ
υṱ ξφ G−1 υἅ ρ ⸗φ ξΘϣΣʸΪ

ϤϪἅ ςẎϙϤχ G−1 =

(
2 −1

1 1

)
ξΘϣυξʸ

bn = 2an−1
an+1 ορκνΚϣʹΪϤΣ 2 ξ Ὺ ςᾉΞ

ζ Ḉυ ξΘϣʹ

7 ְאָ ξυộᾠ

Ṛ″φ 5 υ ϢοΰϣʹΰρϧθʸӝᴜξφФϺГ

ж

(
a

b

)
Ϫ P1(C) υ οᾉϣυξʸ

(
a

b

)
̸=

(
0

0

)

ξΘϢʸρ ̸= 0 ςλΚνʸ

(
a

b

)
= ρ

(
a

b

)
ξΘϣʹ

ήζΣκνʸ6 (ii)υ ‴φ Aφ P1(C)υῴ אַ Ϫ
Ξʸ φ Ⱪ Ϣ trivialξΘϣʹɣ ᶖυḆ ῌς
ḆϤρ υζϙυזּ Ṛʽ ᶖξφ ΰϣϖξϚρΦʸ
ϡΡξΘϣοΤʸήχήχΪυῌϪ ΚϣʹΪυῌυ

ꜛ Ө φˬλϖϡρΚʸ₧↕ρ˭́ˡ

 線形代数からの考察

 Riemann 球面と複素射影直線

定義 1．

定理 1．

2

2

例 1．2

長さ 2 の複素数ベクトル全体から 0 ベクトルを除いた

さて、「線形代数」で学んだように、2 次の行列A につ
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Ϊυộᾠφ ∑ΰϣοφᾠϡρΚΣʸπυϠΜρ ‴
ς ∑ΰϣΡʸ ∑ΰϣ ‴ʸδυộᾠφπυϠΜςή
ν ϡϤϣυΡϪ–Ξϣʹάϡςʸlim DA(a0) υ Ϫ
lim DA οήʸ

Fix DA = {a0 ∈ R | DA(a0)φ 1 Ρϡρϣ }

οΰϤχʸ ϡΡς (a0 ∈ Fix DA ρϡχΰϑνυ n ∈ N0

ς ή an = a0 ξΘϣυξ )y Fix DA ⊂ lim DA ξΘϣʹ
Ẃς α ∈ lim DA οΰϤχʸΘϣ ṋ a0 ςλΚνʸ
ᴝꜞ an+1 = A⟨an⟩ Ρϡ ϡϤϣ {an}n ςλΚ

νʸα = limn→∞ an ξΘϣʹ κνʸΪυ ᴝꜞυ
υộᾠϪοϤχ αy = A⟨α⟩ ορϢ αy ∈ Fix DA ξΘϣʹ
ӝ ϖοϙνʸ

1. Fix DA = lim DAʹ

5 RiemannẒ ο ְאָ

ά 2 υ ФϺГж Ρϡ 0 ФϺГжϪ Κζ
ϚυϪ Σ ήΚФϺГжϪ ӿ♦ΰϣΪοςϠϢʸ
ְאָ P1(C) Ϫ ϣʹήζΣκνʸP1(C)υ οήν(

x

y

)
=

(
x′

y′

)
οΚΜΪοφʸ ФϺГжοήνφʸ

Θϣ 0ξρΚ ρΣ ∑ήν

(
x

y

)
= ρ

(
x′

y′

)
Ϫ

ζΰοΚΜΪοϪӨ ΰϣʹz ∈ C ς

(
z

1

)
∈ P1(C)

Ϫ ᴀάβʸ∞ ςφ

(
1

0

)
∈ P1(C) Ϫ ᴀάβϣΪο

ςϠϢʸRΡϡ P1(C)ϐυ 1 1 ᴀΣ ϡϤϣΣʸΪ
Ϥφ   ϖξ₃ϙν ᴀήνΚϣʹήΡϚ

R ∋ ω ←�→
(

x
y

)
∈ P1(C)υοΤ A⟨ω⟩ ←�→ A

(
x
y

)

ξΘϣʹ
ϠκνʸFix DA φ P1(C) υ ξ–ΞϣοʸA υᾥ
ФϺГжΡϡ ϡϤϣ υ ‴ξΘϣʹ
ΪυϠΜςήνʸ φ ἷ υ ςӯάϤζʹ

6 ἷ Ρϡυ–╒

άνʸˬ ἷ ˭ξᶖϫηϠΜςʸ2ⱱυ‚ Aςλ
Κνφʸⱱυ 3λυ ‴ΣṜΪϢΜϣʹ

(i) A φ Ӯρϣᾥ α, β Ϫⱬλ ‴ʹΪυοΤʸ

δϤεϤυᾥ ς ΰϣᾥ ФϺГж

(
g11

g21

)
,

(
g12

g22

)
ϪΪυ ς ϑζϚυϪGοΰϣο ΪyϤ

φ ‚ ξΘϢʸG−1AG =

(
α 0

0 β

)
ορϣʹ

(ii) Aυᾥ ‬ꜞφ αϪ ₠ςⱬθʸδυᾥ Ἁḥφ
2ⱱᾓξΘϣ ‴ʹΪυοΤ Ay = αE2 (E2 φ 2ⱱ
υ ӟ‚ )ξΘϣʹ

(iii) A υᾥ ‬ꜞφ α Ϫ ₠ςⱬλΣᾥ Ἁḥφ 1

ⱱᾓξΘϣ ‴ʹᾥ ФϺГжϪ

(
g11

g21

)
οΰϣ

οʸ 1ⱱ ꜞ

(A − αE2)

(
x
y

)
=

(
g11

g21

)

φ 1ⱱᾓ υᵒϪⱬλʹδυωολϪ

(
g12

g22

)
ο

ΰϤχʸ

(
g11

g21

)
ο

(
g12

g22

)
οφ ξΘϢʸ

Ϊυ ς ϑζ‚ Ϫ G ο ΦοʸG−1AG =(
α 1

0 α

)
ορϣʹ

ρΠʸϧϤϧϤυ ζϣ‚ A φ ξΘϣυξʸ
ςᾛϤϣ α, β φẴς 0ξφρΚʹ

1. 2 υ ξφʸA =

(
5 2

4 7

)
ρυξʸᾥ

‬ꜞφ λ2 − 12λ + 27 ξΘϣʹήζΣκνʸᾥ φ

3 ο 9ʹᾥ Ἁḥφᾥ 3 ς ήνφʸ

(
1

−1

)
ξ

ϡϤϣἉḥʸ9 ςλΚνφ

(
1

2

)
ΣοϤϣʹϠκν,

G =

(
1 1

−1 2

)
οΰϣο Gy−1AG =

(
3 0

0 9

)
ξΘ

Ϣʸbn = G−1⟨an⟩ οΠΨχʸ

bn+1 = G−1⟨an+1⟩ = G−1⟨A⟨an⟩⟩ = G−1A⟨G⟨bn⟩⟩

= G−1AG⟨bn⟩ =

(
3 0
0 9

)
⟨bn⟩ =

1

3
bn

ορϢʸ{bn} υӿ ‬ΣϧΡϢʸήζΣκν {an} υӿ
‬ΣẎϖϣʹ
υṱ ξφ G−1 υἅ ρ ⸗φ ξΘϣΣʸΪ

ϤϪἅ ςẎϙϤχ G−1 =

(
2 −1

1 1

)
ξΘϣυξʸ

bn = 2an−1
an+1 ορκνΚϣʹΪϤΣ 2 ξ Ὺ ςᾉΞ

ζ Ḉυ ξΘϣʹ

7 ְאָ ξυộᾠ

Ṛ″φ 5 υ ϢοΰϣʹΰρϧθʸӝᴜξφФϺГ

ж

(
a

b

)
Ϫ P1(C) υ οᾉϣυξʸ

(
a

b

)
̸=

(
0

0

)

ξΘϢʸρ ̸= 0 ςλΚνʸ

(
a

b

)
= ρ

(
a

b

)
ξΘϣʹ

ήζΣκνʸ6 (ii)υ ‴φ Aφ P1(C)υῴ אַ Ϫ
Ξʸ φ Ⱪ Ϣ trivialξΘϣʹɣ ᶖυḆ ῌς
ḆϤρ υζϙυזּ Ṛʽ ᶖξφ ΰϣϖξϚρΦʸ
ϡΡξΘϣοΤʸήχήχΪυῌϪ ΚϣʹΪυῌυ

ꜛ Ө φˬλϖϡρΚʸ₧↕ρ˭́ˡ

2. A Ϫ 2ⱱ ‚ οήνʸΪϤΣ P1(C)ςԍΤ
ṜΪΰ Ḉφῴ אַ ξφρΚοΰϣʹΰρϧθʸ6

υ (ii)υ ‴ξφρΚϚυοΰϣʹάϡςʸR ∋ an ←�→(
xn

yn

)
∈ P1(C) οΰϣʹ

(i) A Σ 6 (i) υ ‴ʹάϡςʸ|α| ≤ |β|
ο ή ν ʸӿ Ϫ fl ϧ ρ Κ ʹΪ υ ο Τ ʸ

Fix DA =

{(
g11

g21

)
,

(
g12

g22

)}
ʹ

(ia) |α| < |β| υοΤʸ

(
x0

y0

)
̸=

(
g11

g21

)
ρϡ

χ lim DA(a0) =

(
g12

g22

)
ξΘϣʹ

(ib) |α| = |β| Ρλ α ̸= β υ ‴ʸ

(
x0

y0

)
̸∈

Fix DA ρϡχʸlim DA(a0) φ ∑ήρΚʹ

(iii) A Σ 6 (iii) υ ‴ʹFix DA =

{(
g11

g21

)}

ξΘϢʸ Өυ

(
x0

y0

)
∈ P1(C) ςλΚνʸ

lim DA(a0) =

(
g11

g21

)
ξΘϣʹ

. (i) A

(
g11

g21

)
= α

(
g11

g21

)
, A

(
g12

g22

)
=

β

(
g12

g22

)
ηΡϡʸFix DA ςλΚνφ ϡΡʹ

(ia)

(
un

vn

)
= G−1

(
xn

yn

)
οΠΦʹΪυοΤʸ

(
un

vn

)
=

(
αnu0

βnv0

)
ξΘϣʹכ∆ʸ

(
αn 0
0 βn

) (
u0

v0

)
=

(
αn 0
0 βn

)
G−1

(
x0

y0

)

= G−1G

(
αn 0
0 βn

)
G−1

(
x0

y0

)
= G−1An

(
x0

y0

)

= G−1

(
xn

yn

)
=

(
un

vn

)

ϠκνʸP1(C)υ οήνʸv0 ̸= 0 ρϡχʸ

lim
n→∞

(
xn

yn

)
= lim

n→∞
G

(
un

vn

)
= lim

n→∞
G

(
αnu0

βnv0

)

= lim
n→∞

G

(
( α

β )n u0

v0

1

)
= G

(
0
1

)
=

(
g12

g22

)
ʹ

v0 = 0 ρϡχʸ

(
u0

v0

)
=

(
1

0

)
ξΘϢʸ

(
x0

y0

)
=

G

(
1

0

)
=

(
g11

g21

)
ξΘϣʹ

(ib) (ia)ο υṚ ξʸ

lim
n→∞

(
xn

yn

)
= lim

n→∞
G

(
αnu0

βnv0

)
= lim

n→∞
G

(
( β

α )nu0

v0

)
ʹ

u0v0 ̸= 0 ρϡχ |yα| = |β|, α ̸= β ξΘϣΡϡ ԝy υộ

ᾠφ ∑ήρΚʹu0 = 0 υοΤφ

(
g12

g22

)
ςʸv0 = 0

υοΤφ

(
g11

g21

)
ς ᴀΰϣʹ

(ii) A

(
g11

g21

)
= α

(
g11

g21

)
ξʸΪϤΣ ӿυᾥ Ἁ

ḥξΘϣΡϡʸFix DA =

{(
g11

g21

)}
φ ϡΡʹ(i) ο

ς

(
un

vn

)
Ϫ ϙϣοʸ

(
xn

yn

)
= G

(
un

vn

)
= G

(
αn nαn−1

0 αn

) (
u0

v0

)

= G

(
αnu0 + nαn−1v0

αnv0

)
= G

(
α
n u0 + v0

α
n v0

)
ʹ

ϞΞςʸv0 ̸= 0 ρϡ

lim
n→∞

(
xn

yn

)
= G

(
1
0

)
=

(
g11

g21

)

ξΘϢʸv0 = 0 ρϡ

(
x0

y0

)
=

(
g11

g21

)
ξΘϣʸ

8 ϖοϙς Ξν

℗ῄς υ Ϫ C υᾞ ξᾞΚḈΞϠ
ΜʹΪΪξφʸ(ia)Ρλʸc ̸= 0 υ ‴ςᾠκν ꜞᴝή
νΠΦʹ■Ϣυ ‴ΣπυϠΜς ꜞᴝάϤϣΡφ זּ
υכ οήϠΜʹ

ὅ 1. c ̸= 0 ρϣ ‚ A =

(
a b

c d

)
ςλΚνʸ

(
tr A

2

)2 ̸= det A οήʸ ᴝꜞ an+1 = A⟨an⟩ a0 ∈ C
ξ ΞϡϤϣ Ϫ–Ξϣʹάϡςʸ υ Ὥυᴜξ

ꜞ az+b
cz+d = z φӮρϣ͌λυᵒ z1, z2 ϪⱬλΣʸ

|cz1 + d| < |cz2 + d| οΰϣʹΪυοΤʸlimn→∞ an φ
ήʸδυ φ ṋ Σ z1 ξρΚᾠϢ z2 ξΘϣʹζ

ηήʸtr A, det A φδϤεϤʸA υГз˒Єο‚ ꜞξ
Θϣʹ

. A υᾥ ФϺГжφ͋ⱱ Ḉ A⟨z⟩ υᾥ ς
ᴀήʸδυοΤʸᾥ φ cz + dορϣΪος Өήν
υ (ia)Ϫ ΰϤχϠΚʹ

2 υ ξφʸ5z+2
4z+7 = z υᵒφ z = 1

2 , −1 ξΘϣυ
ξʸδϤϡυ |4z + 7|υ Ϫ ᶑήνʸ ṋ Σ −1ξρ
ΨϤχʸlimn→∞ an = 1

2 ξΘϣʹ
Өʹ {an} υ ςφ ∞ ΣᾛϤϣ ‴ϚΘϢΜ

ϣΣʸΪυοΤφʸ3 ξ ϑζϠΜςᵒּרΰϤχӨ
Ϫⱬλʹ Ξχʸ2 υ ᴝꜞξʸa0 = − 7

4 οΰϤχʸ
a1 = ∞ξΘϣΣʸa2 = 5

4 ξΘϣʹ

╣– ᾃ

1) 2014 ᶖ ♫ ʸ ὅ ᶖ (D )

2. A Ϫ 2ⱱ ‚ οήνʸΪϤΣ P1(C)ςԍΤ
ṜΪΰ Ḉφῴ אַ ξφρΚοΰϣʹΰρϧθʸ6

υ (ii)υ ‴ξφρΚϚυοΰϣʹάϡςʸR ∋ an ←�→(
xn

yn

)
∈ P1(C) οΰϣʹ

(i) A Σ 6 (i) υ ‴ʹάϡςʸ|α| ≤ |β|
ο ή ν ʸӿ Ϫ fl ϧ ρ Κ ʹΪ υ ο Τ ʸ

Fix DA =

{(
g11

g21

)
,

(
g12

g22

)}
ʹ

(ia) |α| < |β| υοΤʸ

(
x0

y0

)
̸=

(
g11

g21

)
ρϡ

χ lim DA(a0) =

(
g12

g22

)
ξΘϣʹ

(ib) |α| = |β| Ρλ α ̸= β υ ‴ʸ

(
x0

y0

)
̸∈

Fix DA ρϡχʸlim DA(a0) φ ∑ήρΚʹ

(iii) A Σ 6 (iii) υ ‴ʹFix DA =

{(
g11

g21

)}

ξΘϢʸ Өυ

(
x0

y0

)
∈ P1(C) ςλΚνʸ

lim DA(a0) =

(
g11

g21

)
ξΘϣʹ

. (i) A

(
g11

g21

)
= α

(
g11

g21

)
, A

(
g12

g22

)
=

β

(
g12

g22

)
ηΡϡʸFix DA ςλΚνφ ϡΡʹ

(ia)

(
un

vn

)
= G−1

(
xn

yn

)
οΠΦʹΪυοΤʸ

(
un

vn

)
=

(
αnu0

βnv0

)
ξΘϣʹכ∆ʸ

(
αn 0
0 βn

) (
u0

v0

)
=

(
αn 0
0 βn

)
G−1

(
x0

y0

)

= G−1G

(
αn 0
0 βn

)
G−1

(
x0

y0

)
= G−1An

(
x0

y0

)

= G−1

(
xn

yn

)
=

(
un

vn

)

ϠκνʸP1(C)υ οήνʸv0 ̸= 0 ρϡχʸ

lim
n→∞

(
xn

yn

)
= lim

n→∞
G

(
un

vn

)
= lim

n→∞
G

(
αnu0

βnv0

)

= lim
n→∞

G

(
( α

β )n u0

v0

1

)
= G

(
0
1

)
=

(
g12

g22

)
ʹ

v0 = 0 ρϡχʸ

(
u0

v0

)
=

(
1

0

)
ξΘϢʸ

(
x0

y0

)
=

G

(
1

0

)
=

(
g11

g21

)
ξΘϣʹ

(ib) (ia)ο υṚ ξʸ

lim
n→∞

(
xn

yn

)
= lim

n→∞
G

(
αnu0

βnv0

)
= lim

n→∞
G

(
( β

α )nu0

v0

)
ʹ

u0v0 ̸= 0 ρϡχ |yα| = |β|, α ̸= β ξΘϣΡϡ ԝy υộ

ᾠφ ∑ήρΚʹu0 = 0 υοΤφ

(
g12

g22

)
ςʸv0 = 0

υοΤφ

(
g11

g21

)
ς ᴀΰϣʹ

(ii) A

(
g11

g21

)
= α

(
g11

g21

)
ξʸΪϤΣ ӿυᾥ Ἁ

ḥξΘϣΡϡʸFix DA =

{(
g11

g21

)}
φ ϡΡʹ(i) ο

ς

(
un

vn

)
Ϫ ϙϣοʸ

(
xn

yn

)
= G

(
un

vn

)
= G

(
αn nαn−1

0 αn

) (
u0

v0

)

= G

(
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 複素射影直線上での極限

 おわりに

定理 2．

 系1．

6

6

6

6

記号は 5 節の通りとする。すなわち、以下ではベクト

最後に前節の定理を複素数平面    の言葉で言い換えよ

。

 証明．
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1. は じ め に
暗黒物質は、現在の宇宙のエネルギー密度の４分の１
を占めている。様々な宇宙の観測から、暗黒物質が存
在することは確かになっているが、暗黒物質は何者か
はわかっていない。この総説では、暗黒物質の候補と
してとても興味深いQボールを紹介しよう。Qボール
とは、スカラー場の理論における非位相的欠陥 (non-

topological soliton)の一種である。素粒子の超対称性
標準模型にはQボール解が自然に存在することが知ら
れており、もし Qボール暗黒物質を検出したならば、
超対称性理論の初めての実験的証拠となり得る。

2. 超対称性Qボール
Qボールが登場したのは Colemanの論文1) までさか
のぼる。Qボールは、スカラー場の理論において、ゼ
ロでないチャージが存在するときのエネルギー最小の
スカラー場の配位のことである。当初、Qボール解の
存在するスカラー場の理論としては Toy模型しか提案
されてなく、Qボールの実在性に対してはあまり興味
を引くことはなかった。
しかし、超対称性理論において、スクォーク場から
作られるQボール解が存在すること、チャージとして
バリオン数が大きなQボールが核子への崩壊に対して
安定であることが示され、暗黒物質候補へと名乗りを
あげた2)。それと同時に、アフレック・ダイン機構によ
るバリオン数生成メカニズムによって、そのように大

きなバリオン数をもつQボールが形成される可能性が
示唆された2)。つまり、１つのメカニズムで、宇宙の
暗黒物質とバリオン数が説明できる画期的なシナリオ
であった。宇宙のバリオン数が存在するということは、
物質・反物質の存在が非対称であることを意味する。
アフレック・ダイン機構とは、スクォークからなる
アフレック・ダイン場が、宇宙初期に、そのポテンシャ
ル中を旋回することでバリオン数を生成し、その後、
クォークや核子に崩壊することで、宇宙のバリオン数
が作られるというメカニズムである。アフレック・ダ
イン場はダイナミクスを追うのは比較的容易であると
考え、３次元格子計算によってQボール形成を確かめ
たのは我々であった3,4)（図１）。

図 1. Q ボール形成のシミュレーション。3,4)
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3. Qボール暗黒物質の検出
Qボールの検出は、他の暗黒物質候補の検出とは全く
異なっている。Qボールに核子が衝突すると、核子はQ

ボールの表層で単独のクォークに分解され、そのクォー
クはグルイーノ (強い相互作用を媒介するグルーオンの
超対称性粒子)を交換してスクォークになり、Qボール
に取り込まれる。その際、核子の質量に相当する 1 GeV

程度のエネルギーが、パイ粒子や電子などの荷電粒子
として放出される。このプロセスはKKST過程として
知られる5)。放出された荷電粒子からはチェレンコフ
光が放たれ、それを光電子増倍管でとらえる。
検出器としては、大きなターゲットが必要で、典型
的にはスーパーカミオカンデのようなニュートリノを
検出するのが主目的であるニュートリノ観測実験が適
切である。Qボール暗黒物質は v ∼ 10−3cという低速
度で検出器を通過する。その際、Qボールが通過した
経路に沿って、荷電粒子が生成され、それがチェレン
コフ光を発するので、検出器内全体で検出信号が飽和
状態となり、通常のシグナルと大きく異なることが Q

ボールが検出される証となる。(モノポールは検出プロ
セスとして似ている。従って、モノポール検出も行っ
ている実験装置は、Qボール測定にそのまま使えるこ
とになる。ただし、断面積が大きく異なるので、両者
を区別できる。) 具体的に観測値としては、断面積ご
とのQボールのフラックスが測定される。スーパーカ
ミオカンデの観測結果6)やそれ以前の制限7)では、予
想される理論領域に達することは出来なかった。
近年、南極大陸で IceCube実験が行われている。ター
ゲットとして、南極の氷を使用する。モノポール検出
に関する解析も一部行われた8)。我々はそれを使って、
Qボール暗黒物質のフラックス上限値を見積もった9)。
図２の緑が排除領域となって、Qボールのフラックス
の上限値を与えている。
理論予言として、ゲージ場媒介の超対称性の破れの
シナリオに基づく超対称性標準模型を採用した。この
シナリオでは、核子への崩壊に対して安定で暗黒物質
となり得るQボール解を持つ。２つのタイプのQボー
ル解が存在するが3,4,10)、いずれの場合も暗黒物質にな
り得る。図２では、それぞれの理論領域を赤と青で示
した。
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があり、Qボール暗黒物質が検出される可能性は充分
にあると期待している。

4. お わ り に
Qボール暗黒物質は、超対称性理論において良く議論
されているニュートラリーノと同じくらい自然な暗黒
物質候補であると考えられる。アフレック・ダイン機
構で暗黒物質になるQボールの形成と宇宙のバリオン
数生成が同時に説明できる。もし検出されれば、加速
器実験に先立ち、初めて超対称性理論の実験的証拠と
なる画期的なシナリオでもある。
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3. Qボール暗黒物質の検出
Qボールの検出は、他の暗黒物質候補の検出とは全く
異なっている。Qボールに核子が衝突すると、核子はQ

ボールの表層で単独のクォークに分解され、そのクォー
クはグルイーノ (強い相互作用を媒介するグルーオンの
超対称性粒子)を交換してスクォークになり、Qボール
に取り込まれる。その際、核子の質量に相当する 1 GeV

程度のエネルギーが、パイ粒子や電子などの荷電粒子
として放出される。このプロセスはKKST過程として
知られる5)。放出された荷電粒子からはチェレンコフ
光が放たれ、それを光電子増倍管でとらえる。
検出器としては、大きなターゲットが必要で、典型
的にはスーパーカミオカンデのようなニュートリノを
検出するのが主目的であるニュートリノ観測実験が適
切である。Qボール暗黒物質は v ∼ 10−3cという低速
度で検出器を通過する。その際、Qボールが通過した
経路に沿って、荷電粒子が生成され、それがチェレン
コフ光を発するので、検出器内全体で検出信号が飽和
状態となり、通常のシグナルと大きく異なることが Q

ボールが検出される証となる。(モノポールは検出プロ
セスとして似ている。従って、モノポール検出も行っ
ている実験装置は、Qボール測定にそのまま使えるこ
とになる。ただし、断面積が大きく異なるので、両者
を区別できる。) 具体的に観測値としては、断面積ご
とのQボールのフラックスが測定される。スーパーカ
ミオカンデの観測結果6)やそれ以前の制限7)では、予
想される理論領域に達することは出来なかった。
近年、南極大陸で IceCube実験が行われている。ター
ゲットとして、南極の氷を使用する。モノポール検出
に関する解析も一部行われた8)。我々はそれを使って、
Qボール暗黒物質のフラックス上限値を見積もった9)。
図２の緑が排除領域となって、Qボールのフラックス
の上限値を与えている。
理論予言として、ゲージ場媒介の超対称性の破れの
シナリオに基づく超対称性標準模型を採用した。この
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■総 説■

Qボール暗黒物質

粕 谷 伸 太 1

Q-ball dark matter

Shinta Kasuya1

1 Department of Mathematics and Physics, Faculty of Science, Kanagawa University,
Hiratsuka-shi, Kanagawa 259–1293, Japan

Abstract: Dark matter occupies about a quarter of the energy density of the universe today. Al-

though its existence has been confirmed by many cosmological observations, we have yet to clarify

what it is. In this Review, I describe one interesting candidate of dark matter: a Q ball. It is a

kind of nontopological soliton in the scalar field theory. Since supersymmetric Standard Models of

the particle theory naturally contain a Q-ball solution, the detection of the Q ball may result in

the first evidence of supersymmetry.

Keywords: Dark matter, Supersymmetry, Cosmology

1. は じ め に
暗黒物質は、現在の宇宙のエネルギー密度の４分の１
を占めている。様々な宇宙の観測から、暗黒物質が存
在することは確かになっているが、暗黒物質は何者か
はわかっていない。この総説では、暗黒物質の候補と
してとても興味深いQボールを紹介しよう。Qボール
とは、スカラー場の理論における非位相的欠陥 (non-

topological soliton)の一種である。素粒子の超対称性
標準模型にはQボール解が自然に存在することが知ら
れており、もし Qボール暗黒物質を検出したならば、
超対称性理論の初めての実験的証拠となり得る。

2. 超対称性Qボール
Qボールが登場したのは Colemanの論文1) までさか
のぼる。Qボールは、スカラー場の理論において、ゼ
ロでないチャージが存在するときのエネルギー最小の
スカラー場の配位のことである。当初、Qボール解の
存在するスカラー場の理論としては Toy模型しか提案
されてなく、Qボールの実在性に対してはあまり興味
を引くことはなかった。
しかし、超対称性理論において、スクォーク場から
作られるQボール解が存在すること、チャージとして
バリオン数が大きなQボールが核子への崩壊に対して
安定であることが示され、暗黒物質候補へと名乗りを
あげた2)。それと同時に、アフレック・ダイン機構によ
るバリオン数生成メカニズムによって、そのように大

きなバリオン数をもつQボールが形成される可能性が
示唆された2)。つまり、１つのメカニズムで、宇宙の
暗黒物質とバリオン数が説明できる画期的なシナリオ
であった。宇宙のバリオン数が存在するということは、
物質・反物質の存在が非対称であることを意味する。
アフレック・ダイン機構とは、スクォークからなる
アフレック・ダイン場が、宇宙初期に、そのポテンシャ
ル中を旋回することでバリオン数を生成し、その後、
クォークや核子に崩壊することで、宇宙のバリオン数
が作られるというメカニズムである。アフレック・ダ
イン場はダイナミクスを追うのは比較的容易であると
考え、３次元格子計算によってQボール形成を確かめ
たのは我々であった3,4)（図１）。

図 1. Q ボール形成のシミュレーション。3,4)
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はじめに
計算物理学においてしばしば対象となるのが、2 次

元格子系である。天体物理学における銀河系や惑星

系などの力学系、物性物理学における分子・原子振

動や磁性体格子模型、弾性体力学における表面振動、

量子力学における格子ゲージ理論、複雑系科学にお

けるセル・オートマトンなど様々な系の 2 次元的表

現として、一定間隔の離散的な格子模型が用いられ

ることが多い。格子点 ( サイトと呼ぶ ) には種々の

変量が保持され、系全体を更新することによって時

間的発展が行われる。このような系を時間発展させ

ることを格子系シミュレーションと呼ぶことにしよ

う。

　格子系シミュレーションにおいては、時間ステッ

プごとに更新ルールをすべてのサイトに適用し、新

たなサイト値を持つ格子を生成する。従来の命令型

プログラミングでは、格子内の全サイトの更新は for
分や while 文などの繰り返し命令の中に記述される

が、関数型プログラミングでは全サイトをスキャン

するストリーム (Java Stream API)1, 2) を生成して、

各サイトに更新ルールを適用して新たな格子を生成

する中間処理 (map 処理 ) を関数の形で記述してい

く。このような中間処理や、その結果を再び格子の

形に戻す終端処理は高階関数としてライブラリーに

実装されたものをそのまま使うことができ、われわ

れは各サイトの処理をそれら高階関数に渡してやる

だけで良くなる。その結果、命令型プログラミング

よりも更新ルール自体の実装に専念することができ

るようになる（関心の分離 2)）。

　本論文では、時間発展する格子系のシミュレーシ

ョンプログラムを簡単に作成できるフレームワーク

を Java 言語の関数型プログラミング機能を用いて

実装した ( 以下 CAStream3) と呼ぶことにする )。そ

の実例としてセル・オートマトンのシミュレーショ

ンを命令型に比較して容易かつ簡潔に記述でき、コ

ードの量を劇的に減少させることができることを示

す。

　また、今回用いた Stream API の機能の一つであ

る並行ストリームによる実装を行い非並行ストリー

ムとの実行速度の比較を行った。

格子系シミュレーション
格子系に時間発展をさせるためには、格子中の全サ

Abstract:  We report the method for the implementation of a time-developing lattice system 
simulation using functional programming with Java language. Functional programming is one 
of the most useful tools for processing a large amount of data. It enables us to more simply de-
scribe the complex iterating process and separate concerns and logics than traditional impera-
tive programming. We implement the time-developing lattice system in the Java framework 
with Stream API, that was involved in Java since version 8. We also compare the execution 
time between the parallel and non-parallel implementation. However, the difference between 
them is small. We have still not yet achieved the concurrency of the programs.
Keywords:  computational physics, functional programming, simulation 
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イトに対して更新ルールを適用する必要がある。こ

のルールは系ごとに決められるもので、フレームワ

ークとして実装する際、この部分は外部から関数オ

ブジェクトの形で与えられるように設計することに

なる。関数型プログラミングでは、サイトの近傍 (
更新するサイトおよびその最近接サイト ) を入力と

し、更新されたサイトを出力とする関数の形でル

ールを実装する。このフレームワークの前身である

CAFramework4) では、更新ルールをサイト・クラス

の update メソッドからコールバックして適用して

いたが、今回の実装では格子クラスの update メソ

ッドに関数オブジェクトの引数の形で与えられる。

この方が汎用性は高く、実装の自由度が向上する。

関数型プログラミングによる実装
Java 8 で 実 装 さ れ た 関 数 オ ブ ジ ェ ク ト お よ び

Stream API を用いた実装 3) を、旧バージョンの

CAFramework4) の格子クラスの実装と比較してみよ

う。

　図 1 は、CAFramework の格子クラスの更新を適用

する update メソッド ( 主要部分抜粋 ) である。並行

化を行うために Worker Thread デザインパターン 5)

を用い、各サイトの同期を取るために Future デザイ

ンパターン 5) を用いているため、かなり複雑な実装

となっている。

　それに対して、関数型プログラミングによる実装

( 図 2) は、いたって簡潔である。同じ格子クラスの

update メソッドであるが、neighborSite メソッドで

作られた各サイトに対応する近傍リストに対してル

ールの適用 (rule::apply) を施した更新後のサイトの

リストを作り、それを元に更新された格子クラスを

生成して update の戻り値として返すだけである。コ

ード中に for, while, if といった制御構造文は存在せ

ずコード量も半減する。ルールは Java の Function
インターフェース 1, 2) を実装するので、どんな値を

持つサイトにも対応できる（汎用化）。

　ストリームクラスは parallel メソッドまたは

parallelStream メソッドで並行ストリームにするこ

とが可能である。そこでわれわれは、グリーンバー

グ = ヘイスティング・セル・オートマトン ( 神経網

の興奮モデル )6) について、CASream フレームワー

クの並行ストリームを使用しなかった場合と使用し

た場合について格子サイズごとに実行時間を比較し、

実行速度が向上したかどうかを検証してみた。初期

格子は同一のものを使用し、50 更新ステップの平均

実行時間 (100 回繰り返し ) を測定した。図 3 にこの

シミュレーションのスナップショットを示す。

　単純なプログラムについては、川東が以前の論文 7)

で検証し、並行ストリーム化による 2 倍程度の速度

向上が確認できたが、今回の CAStream では、格子

サイズが小さいものはむしろ非並行ストリーム版の

方が高速で実行でき、大きい格子サイズでも非並行

ストリーム版の方が同等ないしわずかに速く動作し

た (表1)。サイズ700*700で唯一並行版が速かったが、

600*600 より速く実行されておりサイズとの相関が

合致しない。

図1． 命令型プログラミングでの格子クラスupdateメソッド．

図2． 関数型プログラミングでの格子クラスupdateメソッド．
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討論
まず従来の命令型プログラミングと今回の関数型プ

ログラミングの機能が同等なコードの比較ついて、

関数型プログラミングのコード量は命令型プログラ

ミングより圧倒的に少なく、ほとんどのメソッドは

1 文ないし数文で済んでいる。コードが短いという

ことは、それだけバグが入り込む可能性を減らすこ

とになる。またループや条件分岐が基本的にないの

で、ロジックを間違いにくいという利点も考えられ

る。さらにルールの記述に関数オブジェクトを使っ

ているので、短いルールであればクラスを実装する

までもなくラムダ式で記述できる。Java API で定義

された関数オブジェクトやラムダ式は副作用のない

純粋関数であることが保証されるので、安全性も高

いと言える。われわれがセル・オートマトン・モデ

ルを実装する際には、関数オブジェクトによる「関

心の分離」の恩恵を受け、プログラムの構造的なロ

ジックを触ることなく、ルールの実装に専念できる。

このことはプログラミングに不慣れな物理研究者で

もセル・オートマトン・シミュレーションを自作で

きるようになることを意味する。

　実行時間の比較については、期待した高速化は現

時点では達成されていない。一般的に並行化にはマ

ルチ・スレッドの起動にかかるオーバーヘッドがあ

るため、繰り返し数が少ないほど相対的に実行時間

に対するオーバーヘッド時間が大きくなりがちであ

るが、並行化がうまく行っている場合にはサイズが

大きいほど並行化の効果が現れ、非並行版より速く

なるはずである。しかし、結果がそうならなかった

理由としては、Java の並行ストリーム化メソッドが

必ずストリームを並行化することを保証しないとい

う点がある。しかし、その場合はオーバーヘッドが

発生しないはずである。そこで考えられるのはサイ

ズ 600*600 のときに非並行／並行ともに実行時間が

急激に増加し、700*700 でいくらか減少するという

現象から推定して、Java の使用メモリーの問題であ

る。Java のシステムへのメモリーの割当量が不十分

な場合、使用済みオブジェクトの廃棄 ( ガーベージ・

コレクション ) が 600*600 で大量に発生し、うまく

並行化できなかったというストーリーである。この

場合は検証が困難であり、今回の簡単な比較ではな

く並行化している箇所の一つ一つについて細かく調

べる必要がある。

おわりに
本論文では、格子系を更新していくシミュレーショ

ンのためのフレームワークを関数型プログラミング

で実装することにより、従来の命令型プログラミン

グより簡潔で関心 ( 更新ルール ) に集中して記述で

きることを示してきた。関数型プログラミングでは

並行化が一般的に簡単にできると言われているが、

今回の実装では並行化による高速化は達成できてい

ない。今後の課題としては、並行化した部分のより

細かい検証を行うことと、使用メモリーの割り当て

を十分に行いメモリー量によるシステムの振る舞い

の特性を検証していく必要があると考える。

図 3．グリーンバーグ = ヘイスティング CA.

表 1．セル・オートマトン実行時間の非並行／並行版の比
較
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はじめに
大学生の学力低下が叫ばれて久しい。「分数の出来な

い大学生」1) が話題になって早 20 年になる。特に物

理においては、理科の基盤といわれるにもかかわら

ず、履修率から深刻な状況にある。高校における物

理履修者の比率は 1970 年代には 80 ～ 90％ 台であ

ったが、1982 年の指導要領改訂以降は 30％台に激

減し、現在では 20％ 以下と言われている 2)。このよ

うな状況下で著者は、神奈川大学数理・物理学科の

教員として「電磁気学 I・II」「物理学演習 I」「基礎

物理学実験法」などの物理基礎教育を担当している。

本稿では、１年次生を対象とした授業内アンケート

などをもとに教育現場の現状を報告し、学生どのよ

うな点につまずいていく傾向があるのかをお知らせ

したい。

アンケートの概要
本アンケートは 2016 年度「物理学演習Ⅰ」の最終

回（第 15 回）に実施したものである。アンケートは

匿名で 42 名が回答した。「物理学演習Ⅰ」は同学期

に開講されている「力学Ⅰ」「電磁気学Ⅰ」に対応す

る演習科目である。主質問として、大学で学んでい

る物理の中で難しいと感じている事柄について訊い

た。項目は主に力学に関するものとして「速度と加

速度」「力とそのつり合い」「運動量と力積」「運動方

程式」「放物運動」「角運動量と力のモーメント」「力

学的エネルギー保存則」「単振動（調和振動子）」「円

運動と向心力・遠心力」「極座標の扱い」の 10 項目、

電磁気学に関するものとして「電荷とクーロン力」「電

場と電気力線」「電位」「ガウスの法則」「電場の渦な

しの法則」「導体中の電場と電位」「積分の拡張（線

積分と面積分）」「電位差と外力のする仕事」「偏微分

とその演算子（grad, div, rot）」「静電容量」の 10 項

目である。これに加え、高校での数学及び物理や大

学でのリメディアル教育についての履修状況や、全

体としての物理学修において感じている難しさ等に

ついても参考として訊いた。

結果からの考察
力学
力学に関連する項目では「角運動量と力のモーメン

ト」を 16 名が難しいと感じていることが分かり、数

学との関連で後述する「極座標の扱い」について多

かった。角運動量は大学で現れるものであるが、高

校物理でも力のモーメントについては学習している。

大学物理でのハードルは恐らくその定義に現れる外

積であろう。学生から「なぜ角運動量（力のモーメ

ント）は運動量（力）と垂直なのか」という問いを

今年受けた。角運動量（力のモーメント）が運動量

（力）と垂直な方向を向く何かの実態を表していると

思い込んでしまうらしいのである。高校までの教育

Abstract:  It is important for professors who teach physics at university to smoothly connect 
their lecture with physics education in high school. However, it is not easy for them to identify 
where the first-year undergraduates encounter difficulty in physics classes. In this article, 
based on a questionnaire survey conducted during a physics class of Kanagawa University, the 
author describes some key points to which we should pay attention in lectures.
Keywords:  mechanics, electromagnetism, basic physics education 
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が直感に頼りすぎていて、記号上の定義と物理的実

体の区別について行けないのかも知れない。多くの

日本人が実際上最も勉強する高校時代（このこと自

体が最も深刻な問題であるが）に、内積は習うのに

外積は習わないのがそもそもの問題と思われる。ち

なみに他の項目で目立ったのは「単振動（調和振動

子）」の 15 名だった。ちなみに 15 名中高校での「物

理」未履修者は 1 名だけであり、高校での学習が不

十分だったためとは一概に言えない。

電磁気学
電磁気学に関連する項目では「電場の渦なしの法則」

の 24 名、「導体中の電場と電位」の 20 名、「電位差

と外力のする仕事」の 19 名が目立ち、数学との関

連で後述する「積分の拡張」についで多かった。大

学でつまずくポイントとしてよく挙げられる「ガウ

スの法則」の 17 名がそれに続く。「ガウスの法則」

が最多にならなかったのは、授業内で相当時間をか

けて扱ったためかも知れない。また新課程の「物理」

において、ガウスの法則に相当する内容が一部扱わ

れるようになったことも反映しているかも知れない。

「電場の渦なしの法則」は rot E や電位の一意性とも

関係して学ぶ必要があるし、「導体中の電場と電位」

もその結果は簡潔であるが途中の論理は相当複雑で

あり、かつ大学で初めて学ぶ点であり、難しく感じ

るのは当然であろう。しかし、高校から学んでいる

はず (16 名中 14 名が「物理」を高校で履修 ) の「電

位差と外力のする仕事」がそれらと同程度に難しく

感じられていることには驚かされる。力学において

の「力学的エネルギー保存」は 6 名だけだったこと

を考慮すると、電位と位置エネルギーの同一視が出

来ていないようである。

　なお電磁気学では電場 E と電束密度 D、磁束密度

B と磁界（または「磁場の強さ」）H という類似した

場の存在もその難しさに拍車を掛けている。これら

のうち、電荷や電流と相互作用し、場のエネルギー

密度を与えるという本質的な場は E と B であり 3)、

DとHは人工物で便宜上用いられて来たものである。

しかしいつの間にか一部で D や H が（も）本質的

であるように誤解されて来た。また、高校教科書で

は H を磁場と呼んでいるものが多いが、むしろ物理

学、特によく B と H を両方用いる物性物理学の分野

では磁場と言えば B を指すことが多い。この呼称の

混在も混乱の原因となっている。高校物理の時点か

ら H を使用しない教育も提案されており 4)、これは

磁極の存在についての誤解を防ぐためにも重要であ

る 5)。著者の講義「電磁気学 II」では，D や H が現

れるたびにこれらが人工的な場であり、便利ではあ

るが不可欠なものではないことを強調している。

数学との関連
惑星の公転運動の解明と微積分の発展の歴史が代表

例だが、物理と数学は互いに刺激し合って発展して

きた 6)。基礎物理を学ぶには数学の力は欠かせない。

運動方程式は微分方程式であるし、仕事は線積分で

与えられる。物理とそれに必要な数学を最初から一

緒に学ぶ方がすっきりと理解でき、公式を覚えると

いう安易で有害な方法も避けることが出来る。その

点で微積分を用いない現在の高校物理の形式が、大

学での物理学修への悪影響を生んでいると思われる。

今回のアンケートでも物理と数学の関連を難しいと

感じていることが明らかになった。具体的には「積

分の拡張」を 28 名（全設問中最多）、「極座標の扱い」

を 22 名、「偏微分とその演算子」を 16 名が難しい

と感じている。高校時から物理教育に微積分が活か

されていれば改善されるのではないだろうか。

　なお、実際の講義時に、分母に入った 10 のべき乗

を分子に移すとき（クーロンの法則で分母に距離の

2 乗が入るような場合）、べき乗の符号を変えられな

い学生を複数発見したことは驚きであった。まさに

「分数の出来ない大学生」である。

おわりに
今回のアンケートでは高校で物理を学んだときの理

解度と大学入学後の比較も答えてもらった。「高校で

の物理はよく理解できた」と答えた 20 名のうち、4
名が「大学の物理はほとんど理解できていない」と

答えていたのは残念だった（逆に 12 名は「大学の物

理もよく理解できている」と回答）。この 4 名を出来

る限り 0 名に出来るよう尽力していきたい。
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Abstract:  As an application of microcanonical statistics, the one-body velocity distribution 
function of a non-interacting classical N-particle system (classical ideal gas) is obtained ex-
actly. The distribution function is different from that of canonical ensembles in the order of N-1 
and converges to the Maxwell-Boltzmann distribution in the thermodynamic limit. Classical 
ideal gas is one of the few good examples which is concretely tractable both in microcanonical 
and canonical statistics.
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