
8 境界値問題
8.1 2階線形微分方程式と定数変化法

• ここでは非斉次方程式

p(t)y′′ + q(t)y′ + r(t)y = f(t) (8.1)

あるいは

(p(t)y′)′ + q(t)y = f(t) (8.2)

について学ぶ．ここで p, q, r, f は連続関数とし，p > 0 とする．

• まず，対応する斉次方程式

p(t)y′′ + q(t)y′ + r(t)y = 0 (8.3)

あるいは

(p(t)y′)′ + q(t)y = 0 (8.4)

の一般解は基本解系つまり線形独立な２つの解 u1, u2 を用いて

y = C1u1(t) + C2u2(t) (C1, C2 :任意定数)

と表されることに注意する. このことを踏まえ，まず次のことを思い出そう．

命題 8.1� �
非斉次方程式 (8.1)（あるいは (8.2)）の解の 1つ（特殊解）を w とすると，(8.1)
（あるいは (8.2)） の任意の解は

y = w + C1u1 + C2u2

で表される．� �
• 2つの C1 級関数 u1, u2 に対して行列式∣∣∣∣ u1(t) u2(t)

u′1(t) u′2(t)

∣∣∣∣
を u1, u2のWronskianといい，W (u1, u2)あるいは独立変数を明示してW (u1, u2)(t)
などと表す．

• 次のことも思い出そう．
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命題 8.2� �
(1) u(t), v(t) がともに (8.3)の解であるとし，W (u, v) をそれらのWronskianとす
る．このときある定数 C があって

W (u, v)(t) = Ce−
∫ t
c q(s)/p(s)ds

と書ける．

(2) u(t), v(t) がともに (8.4)の解であるとし，W (u, v) をそれらのWronskianとす
る．このときある定数 C があって

W (u, v)(t) =
C

p(t)

と書ける．� �
問 8.1 上の命題を証明せよ.

系 8.3� �
u(t), v(t) がともに (8.3)（あるいは (8.4)）の解であるとする. このとき次が成り
立つ：

(1) u(t), v(t) は線形独立であるならば W (u, v) は決して 0にならない.

(2) W (u, v) がある t0 で 0になれば, u(t), v(t) は線形従属である.� �
• ここでは，斉次方程式の一般解 C1u1(t) + C2u2(t) (C1, C2 は任意定数) に対して
C1, C2 の任意定数を関数 U1, U2 に変え，非斉次方程式の解を得る方法学ぶ．こ
の方法を定数変化法という．ここでは (8.1)の場合について説明するが，(8.2)の
場合も同様である．

• (8.3)の基本解系を u1, u2 とし，(8.1)の解を y = U1u1 + U2u2 とおき，U1, U2 を
定める．

• 積の微分公式から

y′ = U ′
1u1 + U1u

′
1 + U ′

2u2 + U2u
′
2 = (U ′

1u1 + U ′
2u2) + (U1u

′
1 + U2u

′
2)

となる．

• まず U ′
1, U

′
2 に関する上の式の四角形で囲まれた部分について次を課す：

U ′
1u1 + U ′

2u2 = 0. (8.5)

このとき y′ = U1u
′
1 + U2u

′
2 となる
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• 次に

y′′ =U ′
1u

′
1 + U1u

′′
1 + U ′

2u
′
2 + U2u

′′
2

={U ′
1u

′
1 + U ′

2u
′
2}+ U1u

′′
1 + U2u

′′
2 (8.6)

である．

• ここで (8.6)より

p(t)y′′ + q(t)y′ + r(t)y

= p(t)(U ′
1u

′
1 + U ′

2u
′
2) + p(t)U1u

′′
1 + p(t)U2u

′′
2 + q(t)(U1u

′
1 + U2u

′
2)

+ r(t)(U1u1 + U2u2)

= p(t)(U ′
1u

′
1 + U ′

2u
′
2) + U1L [u1](t) + U2L [u2](t)

= p(t)(U ′
1u

′
1 + U ′

2u
′
2)

以上より y が (8.1) の解であるためには上の四角形で囲まれた部分が f(t) であ
ること, つまり

U ′
1u

′
1 + U ′

2u
′
2 =

f(t)

p(t)
(8.7)

を得る．

• (8.5)，(8.7)は U ′
1, U

′
2 に関する連立方程式であるので, 行列を用いて表すと(

u1 u2
u′1 u′2

)(
U ′
1

U ′
2

)
=

(
0

f(t)
p(t)

)
ここで係数行列の行列式は W (u1, u2) である． u1, u2 は基本解系であるので系
8.3より, W (u1, u2) は決して 0にならない．よって，係数行列の逆行列を両辺左
からかけて(

U ′
1

U ′
2

)
=

1

W (u1, u2)

(
u′2 −u2
−u′1 u1

)(
0

f(t)
p(t)

)
=

1

W (u1, u2)

(
−u2 f(t)p(t)

u1
f(t)
p(t)

)
つまり

U ′
1(t) =

−u2(t)f(t)
p(t)W (u1, u2)

, U ′
2(x) =

u1(t)f(t)

p(t)W (u1, u2)

を得る．

• 両辺，積分して

U1(t) = U1(c) +

∫ t

c

−u2(s)f(s)
p(s)W (u1, u2)

ds, U2(t) = U2(c) =

∫ t

c

u1(s)f(s)

p(s)W (u1, u2)
ds

となる．
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• U1(c), U2(c) を任意の定数 C1, C2 として

y =

(
C1 +

∫ t

c

−u2(s)f(s)
p(s)W (u1, u2)

ds

)
u1(x) +

(
C2 +

∫ t

c

u1(s)f(s)

p(s)W (u1, u2)
ds

)
u2(t)

=u1(t)

∫ t

c

−u2(s)f(s)
p(s)W (u1, u2)

ds+ u2(x)

∫ x

c

u1(s)f(s)

p(s)W (u1, u2)
ds+ C1u1(x) + C2u2(t)

これが求める一般解である．

• (8.2)の場合も同じ式となる：

8.2 境界値問題とGreen関数１（例）
• この節以降では関数の独立変数を x とする．

• 境界値問題は自然現象の解析や工学の諸問題における様々な場面で現れる重要な
トピックスである．ここでは, 常微分方程式の境界値問題とそのGreen関数につ
いて学ぶ．

• バイオリンの弦のような弾性をもつ限を両端を固定して張っておき, 垂直方向に
外力 f を働かせれば, 弦は垂直方向にたわむ. その弦の形状を議論しよう. 弦は
以下の図のように x 軸上の 2点 x = a, x = b で固定されており, 外力 f は x 軸
に垂直な一定方向を向いており, その大きさは場所 x の関数であるとする. この
ような状況のもとでは弦の各点における張力は一定であり, 弦のたわみが微小で
ある場合, そのたわみは次の方程式に従うことが知られている：

a b x

f

u(x)

u′′ = −f(x)

ただし u(x)は点 xにおける弦の変位（符号は外力の向きと合わせる）を表す．ま
た, 単位をとりなおして，弦の性質に依存する定数が 1となるようにしてある．

• 与えられた f に対して，上の方程式の解 y が求まれば弦のたわみの形状が決まる．

• 弦は x = a, x = b で固定されているので, x = a, x = b における変位は 0, つまり
境界条件

u(a) = u(b) = 0

を満たさなければならない．
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例題 8.1� �
次の境界値問題の解を求めよ. {

u′′(x) = −f(x)
u(a) = u(b) = 0

(8.8)

� �
解

• 対応する斉次方程式 u′′ = 0 の解で u(a) = 0 を満たすものを u1, u(b) = 0 を満た
すものを u2 とすると（このような u1 と u2 をとるのがポイント！）

u1(x) = x− a, u2(x) = b− x

となり，これらは線形独立である．実際，Wronskianを計算すると

W (u1, u2) =

∣∣∣∣ u1 u2
u′1 u′2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ x− a b− x
1 −1

∣∣∣∣ = a− b ̸= 0

• u′′ = −f の解を u = U1u1 + U2u2 とおき，解を定数変化法で求めると

U ′
1(x) = −u2(x)(−f(x))

W (u1, u2)
= −(b− x)f(x)

b− a
, U ′

2(x) =
u1(x)(−f(x))
W (u1, u2)

=
(x− a)f(x)

b− a

となる．

• U ′
1(ξ) を [x, b] 上積分し, U ′

2(ξ) を [a, x] 上で積分すると

U1(b)− U1(x) = −
∫ b

x

(b− ξ)f(ξ)

b− a
dξ, U2(x)− U2(a) =

∫ x

a

(ξ − a)f(ξ)

K
dξ

つまり

U1(x) = U1(b) +

∫ b

x

(b− ξ)f(ξ)

b− a
dξ, U2(x) = U2(a) +

∫ x

a

(ξ − a)f(ξ)

b− a
dξ

• よって

u(x) = (x− a)

{
U1(b) +

∫ b

x

(b− ξ)f(ξ)

b− a
dξ

}
+ (b− x)

{
U2(a) +

∫ x

a

(ξ − a)f(ξ)

b− a
dξ

}
かつ u(a) = u(b) = 0 をみたすとすると U1(b) = 0, U2(a) = 0 を得る. 以上より,

u(x) = (x− a)

∫ b

x

(b− ξ)f(ξ)

b− a
dξ + (b− x)

∫ x

a

(ξ − a)f(ξ)

b− a
dξ (8.9)

を得る．
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• これが実際に解となるのは直接計算によって確かめることができる．//

• ここで，

G(x, ξ) =


(x− a)(b− ξ)

(b− a)
(a ≤ x ≤ ξ)

(b− x)(ξ − a)

(b− a)
(ξ ≤ x ≤ b)

とおくと

u(x) =

∫ b

a

G(x, ξ)f(ξ)dξ

と書くことができる. 関数 G を境界値問題 (8.8)のGreen関数という.

例１ 境界値問題 {
u′′ + π2u = −f(x), 0 ≤ x ≤ 1,
u(0) = u(1) = 0,

は ∫ 1

0

f(x) sin πxdx ̸= 0

のとき解をもたない．
• 実際，解 u が存在したとして方程式の両辺に sinπx をかけて積分すると∫ 1

0

(u′′ + π2u) sin πxdx = −
∫ 1

0

f(x) sin πxdx

である．

• 部分積分を行い境界条件を用いると∫ 1

0

u′′ sin πxdx = [u′(x) sin πx]10 −
∫ 1

0

u′(x)(π cos πx)dx

= −
∫ 1

0

u′(x)(π cosπ)xdx

= −
{
[u(x)(π cosπx)] +

∫ 1

0

u(x)(π2 sin πx)dx

}
= −π2

∫ 1

0

u(x) sin πxdx

であり

0 =

∫ 1

0

(u′′ + π2u) sin πxdx = −
∫ 1

0

f(x) sin πxdx

となるから矛盾である．
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8.3 境界値問題とGreen関数２
• 先に見たように境界値問題はいつでも可解とは限らない．

• 方程式の左辺を L [y](x) とおく：

L [y](x) = p(x)y′′ + q(x)y′ + r(x)y

あるいは

L [y](x) = (p(x)y′)′ + q(x)y

である．ここで p, q, r, f は連続関数とし，p > 0 とする．

• a, b ∈ R, f ∈ C([a, b]) に対して境界値問題{
L [y](x) = f(x), a < x < b,
α1y(a) + α2y

′(a) = 0, β1y(b) + β2y
′(b) = 0

(8.10)

を考える．ここで α1, α2, β1, β2 は α2
1+α

2
2 ̸= 0, β2

1 +β
2
2 ̸= 0 を満たす実数である．

定理 8.4� �
境界値問題 (8.10)について次は同値である：

(i) (8.10)はただ１つの解をもつ．

(ii) f = 0 とした (8.10)が y = 0 のみを解にもつ．� �
証明 (i) ⇒ (ii) は明らかであるので (ii)⇒ (i) を示す．

• (i)ならば解が一意であることは明らかであるので解が存在することを示せばよい．
L [y](x) = p(x)y′′ + q(x)y′ + r(x)y の場合に示す．

• L [φ](x) = 0 および初期条件 φ(a) = α2, φ
′(a) = −α1 を満たすもの（初期値問題

の解の一意性より保証されている）を φ とし

• L [ψ](x) = 0 および初期条件 ψ(b) = β2, ψ
′(b) = −β1 を満たすもの（初期値問題

の解の一意性より保証されている）を ψ とする．

• φ は α1φ(a) + α2φ
′(a) = 0, ψ は β1ψ(b) + β2ψ

′(b) = 0 を満たす．

• φ と ψ は線形独立である．実際 (c1, c2) ̸= (0, 0) に対し c1φ(x) + c2ψ(x) = 0
(a ≤ x ≤ b) が成り立つとする．このとき v = c1φ = −c2ψ とおくと L [v](x) = 0
であり，v は境界条件を満たす．したがって (ii)より v ≡ 0 である．c1 ̸= 0 とす
ると 0 = φ = −(c2/c1)ψ であり φ ≡ 0 を得るので α2

1 +α2
2 ̸= 0 に反する．同様に

c2 ̸= 0 とすると 0 = ψ = −(c1/c2)φ であり，ψ ≡ 0 を得るので β2
1 + β2

2 ̸= 0 に反
する．
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• L[y](x) = f(x) の解を y = U1φ+ U2ψ とおき，定数変化法を用いて U1, U2 を求
める．U ′

1, U
′
2 は次を満たす： U ′

1φ+ U ′
2ψ = 0

U ′
2φ

′ + U ′
2ψ

′ =
f

p

つまり

U ′
1(x) = − ψ(x)f(x)

p(x)W (φ, ψ)
, U ′

2(x) =
φ(x)f(x)

p(x)W (φ, ψ)

を満たす．

• U1(b) = 0, U2(a) = 0 となる U1, U2 は

U1(x) =

∫ b

x

ψ(ξ)f(ξ)

p(ξ)W (φ, ψ)(ξ)
dξ, U2(x) =

∫ x

a

φ(ξ)f(ξ)

p(ξ)W (φ, ψ)(ξ)
dξ

となる．

• このとき y = U1φ + U2ψ は L [y](x) = 0 を満たし，境界条件を満たす．特に境
界条件を満たすことを確認すればよい．定数変化法より y = U1φ

′ + U2ψ
′ が成り

立つので U2(a) = 0 と φ の初期条件から

α1y(a) + α2y
′(a) = α1{U1(a)φ(a) + U2(a)}+ α2{U1(a)φ

′(a) + U2(a)ψ
′(a)}

= U1(a){α1φ(a) + α2φ
′(a)} = 0

である．x = b でも境界条件を満たすことも同様である．□

• ここで

G(x, ξ) =


φ(x)ψ(ξ)

p(ξ)W (φ, ψ)(ξ)
(a ≤ x ≤ ξ ≤ b),

φ(ξ)ψ(x)

p(ξ)W (φ, ψ)(ξ)
(a ≤ ξ ≤ x ≤ b)

とおくと，定理 8.4の仮定 (ii)の下で (8.10)の解は

y(x) =

∫ b

a

G(x, ξ)f(ξ)dξ

と表される．この G(x, ξ) を境界値問題 (8.10)のGreen関数という．

• Green関数は次の性質をもつ：
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定理 8.5(Green関数の性質)� �
Green関数 G(x, ξ) は以下の性質を持つ.

(1) G(x, ξ) は (x, ξ) について連続で, 対称性 G(x, ξ) = G(ξ, x) を持つ.

(2) ξ ∈ [a, b] を固定したとき, G(x, ξ) は x の関数として, x = ξ 以外で微分可能で,

L [G(·, ξ)](x) = 0

をみたす.

(3) ξ ∈ (a, b) を固定したとき, G(x, ξ) は x の関数として, 境界条件を満たす:

(4)
∂G

∂x
は x ̸= ξ に対して連続, x = ξ で不連続であり

∂G

∂x
(ξ + 0, ξ)− ∂G

∂x
(ξ − 0, ξ) = − 1

p(ξ)

の跳躍 (jump)がある.� �
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