
7 行列の指数関数３
• 行列の指数関数を求める際，Jordan標準形に直してから求める方法は変換行列の
逆行列を求めなければならなく煩雑である．

• このでは一般スペクトル分解の考え方を用いて連立微分方程式の解を求める方法
について学ぶ．

• 6節でも用いたが，線形代数学における次の定理を確認しよう．ここで

ϕA(λ) = |λE − A|

を A の固有多項式とする．

定理 7.1(Cayley-Hamiltonの定理)� �
ϕA(λ) を A の固有多項式とするとき，ϕA(A) = O が成り立つ．ただし，定数項は
その定数倍の単位行列とする．� �
• A の固有多項式 ϕA(λ) が

ϕA(λ) = (λ− λ1)
m1 · · · · · (λ− λr)

mr

と表されているとする．ただし，λ1, · · · , λr は A の相異なる固有値である．
• ϕA(λ) の逆数が次のように部分分数分解されていたとする：

1

ϕA(λ)
=

g1(λ)

(λ− λ1)m1
+ · · ·+ gr(λ)

(λ− λr)mr
(7.1)

• (7.1)の両辺に ϕA(λ) をかけると

1 = g1(λ)f1(λ) + · · ·+ gr(λ)fr(λ) (7.2)

と表される．ただし

fi(λ) =
ϕA(λ)

(λ− λi)mi
: n−mi 次多項式

である．
• (7.2)は恒等式であるから両辺の λ に A を代入して，定数項をその定数倍の単位
行列として

E = g1(A)f1(A) + · · ·+ gr(A)fr(A) (7.3)

が成り立つ．
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• 行列 Pi = gi(A)fi(A) を射影行列といい次の性質をもつ．

定理 7.2� �
射影行列は次の性質をもつ．
(1) E = P1 + · · ·+ Pr

(2) PiPj = O (i 6= j)

(3) P 2
i = Pi� �

証明
(1) (7.3)そのものである．
(2) i 6= j とする．

gi(λ)fi(λ)gj(λ)fj(λ) = gi(λ)
ϕA(λ)

(λ− λi)mi
gj(λ)

ϕA(λ)

(λ− λj)mj

= gi(λ)gj(λ)
ϕA(λ)

(λ− λi)mi(λ− λj)mj
ϕA(λ)

である．ここで i 6= j より

F (λ) =
ϕA(λ)

(λ− λi)mi(λ− λj)mj

は n− (mi +mj) 次多項式である．
(3) したがって Cayley-Hamiltonの定理（定理 7.1）より

PiPj = gi(A)gj(A)F (A)ϕA(A) = O

が成り立つ．
(4) E = P1 + · · ·+ Pr の両辺に左から Pi をかけると (2)より

Pi = PiP1 + · · ·+ PiPr = P 2
i

を得る．
注 実は Pi は固有値 λj に対する広義固有空間 W̃ (λj) への射影となっている：

W̃ (λj) = {Pjx : x ∈ Cn}
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• さらに次が成り立つ：

(A− λjE)
mjPj = O (7.4)

である．実際

(λ− λj)
mjgj(λ)fj(λ) = (λ− λj)

mjgj(λ)
ϕA(λ)

(λ− λj)mj
= gj(λ)ϕA(λ)

であるのでCayley-Hamiltonの定理より

(A− λjE)
mjPj = gj(A)ϕA(A) = O

である．
• さて，以上を踏まえ etA を求めよう．

etA = etAE = etA(P1 + · · ·+ Pr)

etAP1 + · · ·+ etAPr

である．
• etAPj (j = 1, . . . , r) について

et(A−λjE)+tλjEPj = eλjtet(A−λjE)Pj

である．ここで (7.4)より

et(A−λjE)Pj =
∞∑
k=0

(A− λjE)
k

k!
tkPj

=

mj−1∑
k=0

(A− λjE)
k

k!
tkPj

=

{
E + (A− λjE)t+ · · ·+ (A− λjE)

mj−1

(mj − 1)!
tmj−1

}
Pj

例題１� �
A =

(
−4 6
−3 5

)
とするとき etA を求めよ．

� �
証明

• ϕA(λ) =

∣∣∣∣ λ+ 4 −6
3 λ− 5

∣∣∣∣ = (λ− 2)(λ + 1) であるので固有値は λ1 = 2, λ2 = −1

である．
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• 次に
1

ϕA(λ)
=

1

3

{
1

λ− 2
− 1

λ+ 1

}
である．

• よって射影行列 P1, P2 は

P1 =
1

3
(A+ E), P2 = −1

3
(A− 2E)

である．
• 以上より

etA = e2t
1

3
(A+ E)− e−t1

3
(A− 2E)

=

(
−e2t + 2e−t 2e2t − 2e−t

−e2t + e−t 2e2t − e−t

)

例題２� �
A =

(
−3 1
−1 1

)
とするとき etA を求めよ．

� �
証明

• ϕA(λ) =

∣∣∣∣ λ+ 3 −1
1 λ+ 1

∣∣∣∣ = (λ+ 2)2 であるので固有値は λ1 = −2 である．

• よって射影行列 E である．
• 以上より

etA = e−2t{E + (A+ 2E)t}

= e−2t

(
1− t t
−t 1 + t

)

例題３� �
A =

 2 1 0
1 2 0
1 1 3

 とするとき etA を求めよ．

� �
証明
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• ϕA(λ) = (λ− 3)2(λ− 1) であるので固有値は λ1 = 1, λ2 = 3 である．
• 次に

1

ϕA(λ)
=

1
4

λ− 1
+

−1
4
(λ− 5)

(λ− 3)2

• 両辺に ϕA(λ) をかけると

1 =
1

4
(λ− 3)2 +

(
−1

4

)
(λ− 1)(λ− 5)

• 射影行列 P1, P2 は

P1 =
1

4
(A− 3E)2 =

1

2

 1 −1 0
−1 1 0
0 0 0


P2 = −1

4
(A− E)(A− 5E) =

1

2

 −1 −1 0
−1 −1 0
0 0 −2


• 以上より

etA =
1

2
et

 1 −1 0
−1 1 0
0 0 0

+
1

2
e3t{E + (A− 3E)t}

 −1 −1 0
−1 −1 0
0 0 −2


=

1

2
et

 1 −1 0
−1 1 0
0 0 0

+
1

2
e3t

 −1 −1 0
−1 −1 0
0 0 2

+
1

2
te3t

 0 0 0
0 0 0
−1 −1 0


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