
6 行列の指数関数２
6.1 Jordan標準形と指数関数

• A が対角化可能であるとき，ある正則行列 P が存在して

P−1AP =

 λ1 O
. . .

O λn


が成り立ち，

etA = P

 eλ1t O
. . .

O eλnt

P−1

が成り立つ．

• A が対角化可能でないとき，A の Jordan標準形を用いる．

• λ ∈ C に対して n 次正方行列 J(λ;n) を次で定義する：

J(λ;n) =


λ 1 0 · · · 0 0
0 λ 1 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · λ 1
0 0 0 · · · 0 λ


を Jordan細胞という．ただし J(λ; 1) = (λ) = λ である．

• Jordan細胞を用いて
J(λ1;m1) O

J(λ2;m2)
. . .

O J(λr;mr)


と表される正方行列を Jordan標準形という．線形代数学における次の結果を思
い出そう．
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定理 6.1� �
A ∈ Mn(C) とする．このときある正則行列 P が存在して

P−1AP =


J(λ1;m1) O

J(λ2;m2)
. . .

O J(λr;mr)


と表される．さらに右辺は Jordan細胞の並べ方を除いて一意的である．� �
注 m1 +m2 + · · ·+mr = n である．

• Jordan細胞 J(λ;n) の指数関数を考えよう．

• J(λ;n) = λE + J(0;n) であり，λE と J(0;n) は積について可換であるから

(J(λ;n))k =
k∑

l=0

kCl(λE)k−l(J(0;n))l =
k∑

l=0

kClλ
k−l(J(0;n))l

である．

• k < l のとき kCl = 0 とすれば

(J(λ;n))k =


λk

kC1λ
k−1 · · · kCn−1λ

k−n+1

0 λk · · · kCn−2λ
k−n+2

...
...

. . .
...

0 0 · · · λk


• 命題 5.9より

etJ(λ;n) = eλtE+tJ(0;n) = eλtEetJ(0;n) = eλtEetJ(0;n) = eλtetJ(0;n)

• (J(0;n))n = O より

etJ(0;n) =
n−1∑
k=0

tk

k!
(J(0;n))k

=


1 1

1!
t 1

2!
t2 · · · 1

(n−2)!
tn−2 1

(n−1)!
tn−1

0 1 1
1!
t · · · 1

(n−3)!
tn−3 1

(n−2)!
tn−2

0 0 1 · · · 1
(n−4)!

tn−4 1
(n−3)!

tn−3

...
...

...
. . . 1 1

1!
t

0 0 0 · · · 0 1


となる．
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• A ∈ Mn(C) とすると，ある正則行列 P が存在して

P−1AP =


J(λ1;m1) O

J(λ2;m2)
. . .

O J(λr;mr)


と Jordan標準形が得られる．

• このことから

P−1etAP = eP
−1(tA)P

=


etJ(λ1;m1) O

etJ(λ2;m2)

. . .

O etJ(λr;mr)


となるので

etA = P


etJ(λ1;m1) O

etJ(λ2;m2)

. . .

O etJ(λr;mr)

P−1

が得られる．

6.2 2次のJordan標準形
• A がただ 1つの固有値 λ（2重解）のみをもつとき，A の λ に対応する固有空間

W (λ) = {x ∈ C2 : (A− λE)x = 0}

の次元で場合分けする．

• dimW (λ) = 2 のときは A は対角化可能である．

• dimW (λ) = 1 のとき A は対角化可能でないので Jordan標準形を考えなければ
ならない．

• dimW (λ) = 1 より，ある x1 ∈ C2 \W (λ) つまり

(A− λE)x1 ̸= 0

である．
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• 一方，Cayley-Hamiltonの定理より (A − λE)2 = O なので (A − λE)2x1 = 0 つ
まり (A− λE)x1 ∈ W (λ) である．

• {(A− λE)x1,x1} は線形独立である．実際

c1(A− λE)x1 + c2x1 = 0 (6.1)

とする．(6.1)両辺左から (A− λE) をかけると

c2(A− λE)x1 = 0

であるので c2 = 0 である．これを (6.1)に代入して c1 = 0 を得る．

• P = ((A− λE)x1,x1) とすると

(A− λE)P = ((A− λE)2x1, (A− λE)x1) = (0, (A− λE)x1)

= ((A− λE)x1,x1)

(
0 1
0 0

)
= P

(
0 1
0 0

)

• したがって P−1(A− λE)P =

(
0 1
0 0

)
つまり

P−1AP =

(
λ 1
0 λ

)

例題１� �
A =

(
−3 1
−1 −1

)
とするとき etA を求めよ．

� �
解

• A の固有多項式 ϕA(λ) = |λE − A| は

ϕA(λ) =

∣∣∣∣ λ+ 3 −1
1 λ+ 1

∣∣∣∣ = (λ+ 2)2

であるので固有値は −2 （２重解）である．

• −2 に対応する固有ベクトルを t(x, y) とすると

(A+ 2E)

(
x
y

)
=

(
0
0

)
↔

(
−1 1
−1 1

)(
x
y

)
=

(
0
0

)
↔ x = y

であるから固有ベクトルは c

(
1
1

)
となる．したがって固有値 −2 に対応する固

有空間 W (−2) の次元は 1である．
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• 目標 (A+ 2E)x1 ∈ W (−2), x1 ̸= 0 となる x1 を見つける．

• (A+ 2E)x1 =

(
1
1

)
を解く．x1 =

t(x′, y′) とおく．

• 拡大係数行列について
(

−1 1 1
−1 1 1

)
→
(

−1 1 1
0 0 0

)
より x′ − y′ = −1 より

x1 =
t(1, 2) がとれる．

• P =

(
1 1
1 2

)
とすれば P−1AP =

(
−2 1
0 −2

)
である．

• また

P−1etAP = e−2t

(
1 t
0 1

)
etA = e−2tP

(
1 t
0 1

)
P−1 = e−2t

(
−t+ 1 t
−t t+ 1

)
//

• 3次の場合及び次節に備え，次の準備をしよう．

定義� �
A ∈ Mn(C) とし λ を A の固有値とする．このとき

W̃ (λ) = {x ∈ Cn :ある j ∈ N があって (A− λE)jx = 0}

を A の固有値 λ に関する広義固有空間という．� �
注 W (λ) ⊂ W̃ (λ) が成り立つ．
定理 6.2� �
A ∈ Mn(C)とし λ1, · · · , λr を Aの相異なる固有値とする．Aの固有多項式 ϕA(λ) =
|λE − A| が

ϕA(λ) = (λ− λ1)
m1 · · · · · (λ− λr)

mr

と表されるとする．このとき i = 1, · · · , r に対して

dim W̃ (λi) = mi, W̃ (λi) = {x ∈ Cn : (A− λiE)mix = 0}

が成り立つ．� �
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定理 6.3� �
定理 6.1と同じ仮定のもとで

Cn = W̃ (λ1)⊕ · · · ⊕ W̃ (λr)

つまり，任意の x ∈ Cn は

x = x1 + · · ·+ xr (xi ∈ W̃ (λi), i = 1, · · · , r)

とただ１通りに表される．� �
6.3 3次の行列のJordan標準形１

• λ, µ ∈ C の２つのみが A の固有値で λ が固有方程式の２重解の場合を考えよう．

• dimW (λ) = 2 ならば A は対角化可能であるから dimW (λ) = 1 としよう．

• p1 ∈ W (λ) \ {0} をとる．

• 次に (A− λE)p2 = p1 となる p2 がとることができる．

• 実際，定理 6.2より dim W̃ (λ) = 2 より p2 ∈ W̃ (λ) \W (λ) となる p2 が存在す
る．(A− λE)2p2 = 0 より (A− λE)p2 ∈ W (λ) である．
よって (A− λE)p2 = cp1 となる c があるが，p2 /∈ W (λ) であるので c ̸= 0 であ
るので c で割ることにより c = 1 として良い．

• 次に p3 ∈ W (µ) \ {0} をとる．

• {p1,p2,p3} は線形独立である．実際

c1p1 + c2p2 + c3p3 = 0

とすると

c1(A− λE)p2 + c2p2 + c3p3 = 0 (6.2)

である．両辺左から (A− λE)2 をかけると c3(µ− λ)2p3 = 0 であるから c3 = 0
である．(6.2)より

c1(A− λE)p2 + c2p2 = 0

であるので両辺左から A−λE をかけて c2(A−λE)p2 = 0を得る．よって c2 = 0
となる．最後に (6.2)より c1(A− λE)p2 = 0 となり c1 = 0 となる．

• P = (p1 p2 p3) とすると P は正則であり P−1AP =

 λ 1 0
0 λ 0
0 0 µ

 となる．
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例題２� �
A =

 2 1 0
1 2 0
1 1 3

 を Jordan標準形を求めよ．

� �
解

• ϕA(λ) = |λE − A| = (λ− 3)2(λ− 1) より固有値は 3（２重解）, 1 である．

• λ = 3 に対応する固有ベクトルを求める．

A− 3E =

 −1 1 0
1 −1 0
1 1 0

→

 −1 1 0
1 1 0
0 0 0

 ∴ p1 = c1

 0
0
1


である．

• c1 = 1 とし (A− 3E)p2 = p1 となる p2 を求める． −1 1 0 0
1 −1 0 0
1 1 0 1

→

 −1 1 0 0
0 0 0 0
1 2 0 1

→

 1 −1 0 0
0 1 0 1

2

0 0 0 0



∴ p2 =

 1
2
1
2

c2

 (c2: 任意)である．c2 = 0 とし p2 =

 1
2
1
2

0

 とする．
• λ = 1 に対応する固有ベクトル p3 は

A− E =

 1 1 0
1 1 0
1 1 2

→

 1 1 0
0 0 0
0 0 1

 ∴ p3 = c3

 1
−1
0


• c3 = 1 として P = (p1 p2 p3) とおくと P は正則で

P−1AP =

 3 1 0
0 3 0
0 0 1

 //

6.4 ３次の行列のJordan標準形２
• A の固有値が λ ∈ C のみの場合

• λ は A の固有多項式の３重解でありCayley-Hamiltonの定理より (A−λE)3 = O
である．

• dimW (λ) = 3 であれば対角化可能である．
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dimW (λ) = 2 の場合
• まず ∀y ∈ C3: (A− λE)2y = 0 を示す．

• W (λ) の基底を p1, p2 とし，p3 ∈ C3 \W (λ) とすると {p1,p2,p3} は C3 の基底
である．

• (A− λE)pi = 0 (i = 1, 2) なので (A− λE)2p3 = 0 を示せばよい．

• (A − λE)p3 = c1p1 + c2p2 + c3p3 とかけるので両辺左から (A − λE)2 をかける
と (A− λE)3 = O から

0 = c3(A− λE)2p3

であるから c3 = 0 または (A− λE)2p3 = 0 である．

• (A− λE)2p3 = 0 ならばよい．c3 = 0 のとき (A− λE)p3 = c1p1 + c2p2 ∈ W (λ)
よりやはり (A− λE)2p3 = 0 である．

• さて A の Jordan標準形を与える P = (p1 p2 p3) を構成しよう．

• p3 ∈ C3 \W (λ) を１つとり，p2 = (A− λE)p3 とすると (A− λE)2p3 = 0 より
p2 ∈ W (λ) \ {0} である．

• p1 ∈ W (λ) を {p1,p2} が線形独立となるようによれば P = (p1 p2 p3) に対し

P−1AP =

 λ 0 0
0 λ 1
0 0 λ


dimW (λ) = 1 の場合

• W (λ) の基底 p1 をとる．{p1, q2, q3} が C3 の基底となるようによる．

• (A− λE)2q2 ̸= 0 または (A− λE)2q3 ̸= 0 が成り立つことを示そう．

• (A − λE)2q2 = (A − λE)2q3 = 0 とすると (A − λE)q2, (A − λE)q3 ∈ W (λ) で
dimW (λ) = 1 から，ある (c2, c3) ̸= (0, 0) が存在して

c2(A− λE)q2 + c3(A− λE)q3 = 0

が成り立つ．

• これより

(A− λE)(c2q2 + c3q3) = 0 c2q2 + c3q3 ∈ W (λ)

であるから，ある c1 ∈ C があって

c2q2 + c3q3 = c1q1

となる．(c1, c2, c3) ̸= (0, 0, 0) よりこれは {p1, q2, q3} が線形独立であることに反
する．
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• (A− λE)2q2 ̸= 0 または (A− λE)2q3 ̸= 0 が成り立つ．

• (A−λE)2qj ̸= 0なる j = 2, 3のどちらかについて qj = p3 とし (A−λE)p3 = p2

とすると {p1,p2,p3} は C3 の基底で P = (p1 p2 p3) に対し

P−1AP =

 λ 1 0
0 λ 1
0 0 λ


となる．

例題３� �
次の行列の Jordan標準形を求めよ．

(1) A =

 −3 0 −4
0 −1 0
1 0 1



(2) B =

 3 −1 −2
2 0 −3
−1 1 3


� �
解
(1) ϕA(λ) = |λE − A| = (λ+ 1)3 より固有値は −1 （３重解）である．

A− (−1)E = A+ E =

 −2 0 −4
0 0 0
1 0 2

→

 1 0 2
0 0 0
0 0 0


(A+ E)x = 0 ↔ x = c1

 −2
0
1

+ c2

 0
1
0


より dimW (−1) = 2 である．

(2) p3 =

 1
0
0

 ∈ C3 \ {0} である．

p2 = (A+ E)p3 =

 −2
0
1

 , p1 =

 1
0
0


とおくと {p1,p2} は W (−1) の基底で {p1,p2,p3} は C3 の基底である．P =
(p1 p2 p3) とおくと

P−1AP =

 −1 0 0
0 −1 1
0 0 −1

 //
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(3) ϕB(λ) = |λE −B| = (λ− 2)3 より固有値は 2 （３重解）である．

B − 2E =

 1 −1 −2
2 −2 −3
−1 1 1

→

 1 −1 −2
0 0 1
0 0 0


(B − 2E)x = 0 ↔ x = c1

 1
−1
0


より dimW (2) = 1 である．次に

(B − 2E)2 =

 1 −1 −1
1 −1 −1
0 0 0

→

 1 −1 −1
0 0 0
0 0 0



したがって p3 =

 1
0
0

 とおくと (B − 2E)2p3 ̸= 0 であるから

p2 = (B − 2E)p3 =

 1
2
−1

 , p1 = (B − 2E)p2 =

 1
1
0


として P = (p1 p2 p3) とおくと

P−1AP =

 2 1 0
0 2 1
0 0 2

 //

• 3次以上の場合 Jordan標準形を求めるだけなら P−1 を実際に計算する必要はな
い．しかし etA を求めるとき P−1 の計算が必要であり煩雑となる．

• 次節ではスペクトル分解の考え方を用いて P−1 を計算することなく dx

dt
= Ax を

解を求める方法を学ぶ．
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