
5 行列の指数関数１
5.1 べき級数についてのまとめ

• fn(t) = ant
n (an ∈ R, n = 0, 1, . . . ) としたときの関数項級数

∞∑
n=0

fn(t) =
∞∑
n=0

ant
n (5.1)

を t についてのべき級数という．
• べき級数 (5.1) は t = 0 のときは必ず収束するが，t 6= 0 のときに収束するかどう
かは一般にはわからない．

• 以下，べき級数の性質をまとめておこう（証明は補足あるいは複素関数論 IIの講
義資料にもある）．

命題 5.1� �
べき級数 (5.1)がある t0 6= 0 で収束するならば 0 < ρ < |t0| なる任意の ρ に対し
(5.1)は |t| ≤ ρ において一様収束する（もっというと一様に絶対収束する）．� �
命題 5.2� �
べき級数 (5.1)に対して次のような R ∈ [0,∞] がただ１つ定まる：

• |t| < R ならば (5.1) は絶対収束
• |t| > R ならば (5.1) は発散

ただし (5.1)が任意の t ∈ R で収束するときは R = ∞，一方 (5.1)が t 6= 0 なる任
意の t で発散するときは R = 0 と定める．� �
• 命題 5.2で定まる R をベキ級数 (5.1)の収束半径という．

命題 5.3� �
べき級数 (5.1)の収束半径を R とすると次が成り立つ．

(1) (Cauchy-Hadamartの公式) lim
n→∞

n
√

|an| = l ならば R =
1

l

(2) (d’Alembeltの公式) lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = l ならば R =
1

l

ただし，1

0
= ∞,

1

∞
= 0 とする．� �
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例

(1)
∞∑
n=0

tn

n!
の収束半径は ∞

(2)
∞∑
n=0

ntn の収束半径は 1

(3)
∞∑
n=0

n!tn の収束半径は 0

• 収束半径の定義を考え，命題 5.1の証明と同様にして次を示すことができる．

命題 5.4� �
べき級数 (5.1)の収束半径を R とし，R > 0 とする．このとき (5.1)は |t| < R の
各点で収束する．さらに，任意の ρ ∈ (0, R) に対して (5.1)は |t| ≤ ρ で一様に絶対
収束する．� �
• 命題 5.4よりべき級数 (5.1)の収束半径 R が R > 0 のとき (5.1)は |t| < R の範囲
で関数を定める．それを f(t) とおく．f(t) は |t| < R の各点で連続であるがさら
に次が成り立つ．

命題 5.5� �
べき級数 (5.1)の収束半径を R とし，R > 0 とする．またこのべき級数が |t| < R
で定める関数を f(t) とする．
(1) f(t) は (−R,R) の各点で微分可能であり

f ′(t) =
∞∑
n=1

nant
n−1

が成り立つ．さらに，右辺のべき級数の収束半径も R である．したがって f(t)
は (−R,R) で何回でも微分可能である．

(2) 次が成り立つ： ∫ t

0

f(τ)dτ =
∞∑
n=0

an
n+ 1

tn+1

右辺のべき級数の収束半径も R である．� �
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5.2 行列のノルム
• n 次正方行列 A = (aij) に対して

‖A‖ =

(
n∑

i=1

n∑
j=1

|aij|2
) 1

2

を A のノルムという．
• n 次正方行列を n2 次元数ベクトルとみれば，行列のノルムはベクトルの大きさ
であるから次の性質はすぐわかる：A, B を n 次正方行列，α ∈ C とすると

‖A‖ = 0 ⇔ A = O, ‖A+B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖, ‖αA‖ = |α|‖A‖

• 正方行列にはベクトルと異なり積が定義されている．行列の積とノルムの積につ
いて次が成り立つ：

命題 5.6� �
A, B を n 次正方行列とするとき ‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖ が成り立つ．� �
証明

• AB の (i, j) 成分は
n∑

k=1

aikbkj である．

• これより

‖AB‖2 =
n∑

i=1

n∑
j=1

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

aikbkj

∣∣∣∣∣
2

≤
n∑

i=1

n∑
j=1

(
n∑

k=1

|aik|2
)(

n∑
l=1

|blj|2
)

(Schwartzの不等式)

=

(
n∑

i=1

n∑
k=1

|aik|2
)(

n∑
l=1

n∑
j=1

|blj|2
)

= ‖A‖2‖B‖2

• 以上より ‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖ が成り立つ．□

定義� �
{Am}を n次正方行列の列，Aを n次正方行列とする．{Am}が Aに収束するとは

lim
m→∞

‖Am − A‖ = 0

が成り立つことである．� �
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注 Am = (a
(m)
ij ), A = (aij) とするときこれは

lim
m→∞

|a(m)
ij − aij| = 0 (∀(i, j))

と同値である．

5.3 行列の指数関数
• 実数（or複素数）を成分にもつ n 次正方行列全体を Mn(R)（or Mn(C)）で表す．

定理 5.7� �
A ∈Mn(C) に対して

Sm :=
m∑
k=0

1

k!
Ak = E + A+

1

2!
A2 + · · ·+ 1

m!
Am

とおくと {Sm} は Mn(C) において行列のノルムに関して Cauchy列であり，した
がって収束する．� �
注 列 {An} ⊂ Mn(C) が行列のノルムに関して Cauchy列であるとは，任意の ε > 0
に対して，あるN0 ∈ N が存在して

M,N ≥ N0 ⇒ ‖AM − AN‖ < ε

が成り立つことである．Mn(C) は Cn2 と見ることができるので完備性を備えている．
つまり，Cauchy列は必ず収束する．
証明

• M > N のとき

‖SM − SN‖ =

∥∥∥∥∥
M∑

k=N+1

1

k!
Ak

∥∥∥∥∥ ≤
M∑

k=N+1

1

k!
‖Ak‖ ≤

M∑
k=N+1

1

k!
‖A‖k

が成り立つ．

• ここで，‖A‖ は１つの実数であることに注意すると
∞∑
k=0

1

k!
‖A‖k = e∥A∥ < ∞ よ

り，ある N0 ∈ N が存在して

M > N ≥ N0 ⇒
M∑

k=N+1

1

k!
‖A‖k < ε

が成り立つ．したがって
M > N ≥ N0 ⇒ ‖SM − SN‖ < ε

が成り立つ．
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• つまり {Sm}はMn(C)においてCauchy列である．したがって，ある S ∈Mn(C)
が存在して

lim
m→∞

‖Sm − S‖ = 0

が成り立つ．□

• この S =
∞∑
k=0

1

k!
Ak は eA あるいは expA と書かれ，行列 A の指数関数という．

• 命題 5.7によれば，任意の t ∈ R に対して

etA =
∞∑
k=0

tk

k!
Ak

が定まる．
• Ak = (a

(k)
ij ) とする（a(0)ij = δij）．任意の (i, j) に対して etA の (i, j) 成分を sij と

すると

sij =
∞∑
k=0

tk

k!
a
(k)
ij = δij + a

(1)
ij +

a
(2)
ij

2!
t2 + · · ·+

a
(k)
ij

k!
tk + · · ·

であり，これは任意の t ∈ R で収束する，つまり，上のべき級数の収束半径は ∞
である．

• 命題 5.5-(2)より上のべき級数は R の各点で微分可能であり

dsij
st

= a
(1)
ij + a

(2)
ij t+ · · ·+

a
(k)
ij

(k − 1)!
tk−1 + · · · =

∞∑
k=0

a
(k+1)
ij

k!
tk (5.2)

が成り立つ．

命題 5.8� �
A ∈Mn(C) に対して

d

dt
etA = AetA = etAA� �

証明

• Ak+1 = AAk より a
(k+1)
ij =

n∑
l=1

a
(1)
il a

(k)
lj が成り立つ．
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• N ∈ N に対して

sij,N :=
N∑
k=0

a
(k)
ij

k!
tk(→ sij (N → ∞))

とおくと
dsij,N
dt

=
N−1∑
k=0

a
(k+1)
ij

k!
tk(→ dsij

dt
(N → ∞) (5.2)より)

である．
• このとき

dsij,N
dt

=
N−1∑
k=0

n∑
l=1

a
(1)
il a

(k)
lj

1

k!
tk =

n∑
l=1

N−1∑
k=0

a
(1)
il a

(k)
lj

1

k!
tk =

n∑
l=1

a
(1)
il

N−1∑
k=0

a
(k)
lj

1

k!
tk

• N → ∞ として
dsij
st

=
n∑

l=1

a
(1)
il slj

を得る．これは d

dt
etA の (i, j)成分が AetA の (i, j)成分に等しいことを意味する．

• Ak+1 = AkA を用いれば d

dt
etA = etAA も同様に示せる．□

命題 5.9� �
A,B ∈Mn(C) に対して AB = BA ならば eAeB = eA+B が成り立つ．� �
証明

• AB = BA より任意の k ∈ N に対して
ABk = ABBk−1 = BABk−1 = · · · = BkA

したがって eA と B も可換である．当然 eB と A も可換である．
• F1(t) = etAetB, F2(t) = et(A+B) とおくと

F ′
1(t) =

d

dt
(etA)etB + etA

d

dt
(etB)

= AetAetB + etA(BetB)

= AetAetB +BetAetB

= (A+B)etAetB = (A+B)F1(t)

F ′
2(t) = (A+B)et(A+B) = (A+B)F2(t)

が成り立つ．また F1(0) = F2(0) = E である．
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• よって F1(t), F2(t)の各列ベクトルは同じ微分方程式と同じ初期条件を満たす．解
の一意性により F1(t) ≡ F2(t) つまり etAetB = et(A+B) を得る．□

例

(1) A が対角行列 A =

 λ1 0
. . .

0 λn

 のとき Ak =

 λk1 0
. . .

0 λkn

 であるから

etA =


∞∑
k=0

tkλk
1

k!
0

. . .

0
∞∑
λ=0

tkλk
n

k!

 =

 eλ1t 0
. . .

0 eλnt


(2) A が対角化可能であるとき，

P−1AP =

 λ1 0
. . .

0 λn


となる正則行列 P が存在する．eP−1(tA)P = P−1etAP であるため，したがって

P−1etAP =

 eλ1t 0
. . .

0 eλnt

 , etA = P

 eλ1t 0
. . .

0 eλnt

P−1

である．

5.4 補足
補題 5.10� �
級数

∞∑
n=0

an が収束するならば lim
n→∞

an = 0 が成り立つ．
� �
命題 5.1の証明

• 0 < ρ < |t0| なる ρ を１つとる．

•
∞∑
n=0

ant
n
0 は収束するので補題 5.10より lim

n→∞
|antn0 | = 0 が成り立つ．が成り立つ．

次に収束する数列は有界よりある K > 0 が存在して
|antn0 | ≤ K (n = 0, 1, · · · )

が成り立つ．

52



• このとき |t| ≤ ρ ならば

|antn| = |antn|
|t|n

|t0|n

≤ K

(
ρ

|t0|

)n

(n = 0, 1, · · · )

• ここで 0 <
ρ

|t0|
< 1より

∞∑
n=0

K

(
ρ

|t0|

)n

は収束する．よってWeierstrassのM-test

（定理 1.6）より
∞∑
n=0

ant
n は [−ρ, ρ] 上一様に絶対収束する．□

命題 5.2証明
• R を次のように定める：

R := sup

{
|t0| :

∞∑
n=0

ant
n
0 が収束する

}

この R が条件を満たすことを示そう．
• |t1| < R とすると上限（sup）の定義から

|t1| < |t0| < R かつ
∞∑
n=0

ant
n
0 が収束する

となる t0 が存在する．

• よって命題 5.1より
∞∑
n=0

ant
n
1 は（絶対）収束する．

• 次に |t1| > R とする．もし
∞∑
n=0

ant
n
1 が収束するとすると R の定義に反する．よっ

て |t1| > R ならば
∞∑
n=0

ant
n
1 は発散する．□
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補題 5.11� �
級数

∞∑
n=1

bn について次が成り立つ：

(1) (Cauchy-Hadamardの判定法) lim
n→∞

n
√
|bn| = l とする．l < 1 ならば級数は

収束し，l > 1 ならば発散する．

(2) (d’Alembeltの判定法) lim
n→∞

∣∣∣∣bn+1

an

∣∣∣∣ = l とする．l < 1 ならば級数は収束し，
l > 1 ならば級数は発散する．� �

命題 5.3証明 t ∈ R に対して bn = ant
n とおくと (5.1)は

∞∑
n=0

bn と表される．
(1)

• l 6= 0,∞ とする
n
√

|bn| = n
√
|an||t| より lim

n→∞
n
√
|bn| = lim

n→∞
( n
√

|an||t|) = l|t|

である．Cauchy-Hadamardの判定法（補題 5.11）より

◦ l|t| < 1 つまり |t| < 1

l
のとき

∞∑
n=0

bn つまり
∑

lim∞
n=0 ant

n は収束する．

◦ l|t| > 1 つまり |t| > 1

l
のとき

∞∑
n=0

bn つまり
∞∑
n=0

ant
n は発散する．

よって収束半径の定義より R =
1

l
である．

• l = 0 のとき lim
n→∞

n
√

|bn| = 0 < 1 がすべての t に対して成り立つので
∞∑
n=0

bn つま

り
∞∑
n=0

ant
n がすべての t に対して収束する．よってこのとき R = ∞ である．

• l = ∞ のとき，t 6= a ならば limn→∞
n
√

|bn| = ∞ より
∞∑
n=0

bn つまり
∞∑
n=0

ant
n は

0 以外のすべての t に対して発散する．よってこのとき R = 0 である．
(2)

• l 6= 0,∞ とする ∣∣∣∣bn+1

bn

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣an+1t
n+1

antn

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ |t| より
lim
n→∞

∣∣∣∣bn+1

bn

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ |t| = l|t|

である．d’Alembeltの判定法（補題 5.11）より
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◦ l|t| < 1 つまり |t| < 1

l
のとき

∞∑
n=0

bn つまり
∞∑
n=0

ant
n は収束する．

◦ l|t| > 1 つまり |t| > 1

l
のとき

∞∑
n=0

bn つまり
∞∑
n=0

ant
n は発散する．

よって収束半径の定義より R =
1

l
である．

• l = 0, ∞ のときは (1)と同様に考えればよい．
□

命題 5.5の証明
Step 1: べき級数

∞∑
n=1

nant
n−1 の収束半径を R′ とし，R = R′ であることを示す．

• 各 t ∈ R に対して
|antn| = |t||antn−1| ≤ |t||nantn−1| (n ∈ N)

より正項級数の比較判定法より
∞∑
n=1

nant
n−1 が収束すれば

∞∑
n=0

ant
n も収束する．

つまり R′ ≤ R である．
• R ≤ R′ を示そう．

• |t| < R とする．このとき |t| < |t0| < R なる t0 をとると
∞∑
n=0

|antn0 | は収束する．

• よって補題 5.11より lim
n→∞

|antn0 | = 0 が成り立つ．したがってある K > 0 が存在
して

|antn0 | ≤ K (n ∈ N)

が成り立つ．
• このとき

|nantn| =
∣∣∣∣nantn0 ( t

t0

)n∣∣∣∣ = |antn0 |
∣∣∣∣n( t

t0

)n∣∣∣∣ ≤ Kn

∣∣∣∣ tt0
∣∣∣∣n (n ∈ N)

ここで 0 <

∣∣∣∣ tt0
∣∣∣∣ < 1 であるから

∞∑
n=1

n

∣∣∣∣ tt0
∣∣∣∣n =

|t|
|t0|

∞∑
n=1

n

∣∣∣∣ tt0
∣∣∣∣n−1

は収束する．したがって命題 5.7より
∞∑
n=1

nant
n は（絶対）収束する．以上より

R ≤ R′ が成り立つことがわかった．
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Step 2: f ′(t) =
∞∑
n=1

nant
n−1 であることを示す．

• ρ ∈ (0, R) を任意にとると
∞∑
n=0

ant
n および

∞∑
n=1

nant
n−1 は [−ρ, ρ] で一様収束する

ので命題 1.9より

f ′(t) =
∞∑
n=1

nant
n−1 (t ∈ [−ρ, ρ])

が成り立つ．ρ は任意より上の等式は t ∈ (−R,R) で成り立つ．
Step 3: (2)について．

• Step 1より
∞∑
n=0

an
n+ 1

tn+1

の収束半径をR′′ とすると R′′ = R である．
• Step 2より (

∞∑
n=0

an
n+ 1

tn+1

)′

=
∞∑
n=0

ant
n = f(t) t ∈ (−R,R)

が成り立つ．これを積分すれば (2)の主張が得られる．
以上で証明が完了した．□
問 |r| < 1 のとき

∞∑
n=1

nrn−1 は収束することを示せ．(Hint: 第 n 部分和を求めよ．ま
た， lim

n→∞
nrn = 0 を用いよ．)
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