
4 連立線形微分方程式
4.1 連立線形微分方程式

• 本節では N 個の未知関数 x1(t), · · · , xN(t) についての連立微分方程式（微分方
程式系）

dx1
dt

= a11(t)x1 + · · ·+ a1N(t)xN + f1(t)

...

dxN
dt

= aN1(t)x1 + · · ·+ aNN(t)xN + fN(t)

(4.1)

を考える．ここで aij(t) (i, j = 1, . . . , N), fi(t) (i = 1, . . . , N) は閉区間 I = [a, b]
で有界でかつ連続な関数とする．

• A(t) = (aij(t)), x(t) =

 x1(t)
...

xN(t)

, f(t) =

 f1(t)
...

fN(t)

 とおくと (4.1)は

dx

dt
= A(t)x+ f(t) (4.2)

となる．f(t) ≡ 0 のとき (4.1)あるいは (4.2)は斉次あるいは同次であるといい，
そうでないとき，非斉次あるいは非同次であるという．

• まず次のことに注意しよう．A(t)xの第 k成分は
N∑
k=1

aik(t)xk である．|aij(t)| ≤M

(i, j = 1, . . . , N, t ∈ I) なる M があるから Cauchy-Schwartzの不等式より

‖A(t)x‖2 =
N∑
i=1

{
N∑
k=1

aik(t)xk

}2

≤
N∑
i=1

{
N∑
k=1

aik(t)
2

N∑
l=1

x2l

}

≤

(
N∑
i=1

N∑
k=1

aik(t)
2

)
‖x‖2

が成り立つ．

• N 次正方行列 B = (bij) に対して ‖B‖ =
N∑

i,j=1

b2ij と表すと上の不等式は

‖A(t)x‖ ≤ ‖A(t)‖‖x‖

を意味する（5.2節参照）．
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• 初期値問題について定理 2.1の証明と同様に次のことが証明できる（証明は補足）．
定理 4.1� �
t0 ∈ I = [a, b] とする．任意の x0 ∈ RN に対して微分方程式系 (4.2)は初期条件
x(t0) = x0 を満たす解がただ１つ存在し，I で定義される．� �
系 4.2� �
t0 ∈ I = [a, b], p(t), r(t), f(t) は [a, b] 上の連続関数とする．このとき任意の実数
β0, β1 に対して

x′′(t) + q(t)x′(t) + r(t)x(t) = f(t), x(t0) = β0, x
′(t0) = β1 (4.3)

は I 上にただ１つの解をもつ．� �
証明

• x1(t) = x(t), x2(t) = x′(t)

x(t) =

(
x1(t)
x2(t)

)
, x0 =

(
β0
β1

)
A(t) =

(
0 1

−r(t) −q(t)

)
,f(t) =

(
0
f(t)

)
とおけば x(t) が (4.3)の解であることと x(t) が初期条件 x(t0) = x0 を満たす
(4.2)の解であることが同値であることに注意すればよい．□

同次方程式の場合
• s ∈ I と x0 ∈ RN に対して同次方程式の初期値問題{

dx

dt
= A(t)x

x(s) = x0

(4.4)

を考える．．
• 定理 4.1よりはただ１つの解をもつ．この解を φ(t, s,x0) とかくことにする．

命題 4.3� �
t, s ∈ I を任意に固定する．このとき x 7→ φ(t, s,x0) は RN から RN への線形写
像である．� �
証明

• x0, y0 ∈ RN , α, β ∈ R に対して x(t) = φ(t, s, αx0 + βy0) は初期値問題{
dx

dt
= A(t)x

x(s) = αx0 + βy0

(4.5)

の一意解である．
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• y(t) = αφ(t, s,x0) + βφ(t, s,y0) とおくと
y(s) = αφ(s, s,x0) + βφ(s, s,y0) = αx0 + βy0

である．また
dy

dt
= α

dφ(t, s,x0)

dt
+ β

dφ(t, s,y0)

dt
= αA(t)φ(t, s,x0) + βA(t)φ(t, s,y0)

= A(t){αφ(t, s,x0) + βφ(t, s,y0)} = A(t)y

したがって y(t) も初期値問題 (4.5)の解である．
• 解の一意性より x(t) ≡ y(t) on I が成り立つ．つまり

φ(t, s, αx0 + βx0) = αφ(t, s,x0) + βφ(t, s,y0) (∀t ∈ I)

が成り立つ．s ∈ I は任意より主張が従う．□

4.2 解核行列
• 命題 4.3より任意の t, s ∈ I に対し，x0 7→ φ(t, s,x0) は RN から RN への線形
写像であるので，任意の (t, s) ∈ I2 ごとにある N 次正方行列 R(t, s) が存在して

φ(t, s,x0) = R(t, s)x0

が成り立つ．これを (4.4)あるいは dx

dt
= A(t)x の解核行列という．

• ek ∈ RN (k = 1, . . . , N)を第 k 成分が 1でほかの成分が 0であるベクトル（基本ベ
クトル）とする．このとき R(t, s)ek は R(t, s)の第 k列である．一方，R(t, s)ek は
(4.4)で x0 = ek としたときの解である．したがって，R(t, s)の各列は dx

dt
= A(t)x

の解である．
定理 4.4� �
解核行列 R(t, s) は次を満たす．
(1) R(t, t) = E（単位行列） (∀t ∈ I)

(2) R(t, s)R(s, r) = R(t, r) (∀t, ∀s, ∀r ∈ I)

(3) R(t, s) は正則で R(t, s)−1 = R(s, t)

(4)
∂R

∂t
(t, s) = A(t)R(t, s),

∂R

∂s
(t, s) = −R(t, s)A(s)

(5) detR(t, s) = e
∫ t
s trA(r)dr� �

証明
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(1) 任意の x0 ∈ RN に対して x0 = φ(t, t,x0) = R(t, t)x0 であるから成り立つ．
(2) 任意の x0 ∈ RN に対して x(t) = φ(t, r,x0) とおくと x(t) は{

dx

dt
= A(t)x

x(r) = x0

の一意解である．この解は s を初期時刻を見ると{
dx

dt
= A(t)x

x(s) = φ(s, r,x0)

を満たす．解の一意性より x(t) = φ(t, s,φ(s, r,x0)) が成り立つ．よって
φ(t, t,x0) = φ(t, s,φ(s, r,x0))

R(t, r)x0 = R(t, s)φ(s, r,x0) = R(t, s)R(s, r)x0

したがって R(t, r) = R(t, s)R(s, r) が成り立つ．
(3) (2)で r = t とすると (1)より R(t, s)R(s, t) = R(t, t) = E である．これより R(t, s)
は正則で R(t, s)−1 = R(s, t) が成り立つ．

(4) 任意の x0 ∈ RN に対して x(t) = R(t, s)x0 は
dx

dt
= A(t)x

の解より
∂

∂t
R(t, s)x0 = A(t){R(t, s)x0}

∂R

∂t
(t, s)x0 = {A(t)R(t, s)}x−

したがって ∂R

∂t
(t, s) = A(t)R(t, s) が成り立つ．

次に R(t, s)R(s, t) = E を両辺 s で偏微分すると
∂R(t, s)

∂s
R(s, t) + R(t, s)

∂R(s, t)

∂s
= 0

∂R(t, s)

∂s
R(s, t) + R(t, s)A(s)R(s, t) = 0

∂R(t, s)

∂s
R(s, t) = −R(t, s)A(s)R(s, t)

両辺右から R(s, t)−1 をかけて ∂R

∂s
(t, s) = −R(t, s)A(s) が成り立つ．
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(5) R(t, s) = (rij(t, s)) = (rij(t)) とおく（s は固定）する．
∂R

∂t
= A(t)R(t, s)

より，(i, j) 成分を比較して

drij
dt

=
N∑
k=1

aik(t)rkj(t)

が成り立つ．
∆ = ∆(t) を

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣
r11 · · · r1N
...

. . .
...

rN1 · · · rNN

∣∣∣∣∣∣∣
とおく．
行列式の微分法により

d∆

dt
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
r′11 · · · r′1N
r21 · · · r2N
...

...
rN1 · · · rNN

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+ · · ·+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
r11 · · · r1N
...

...
rN−1,1 · · · rN−1,N

r′N1 · · · r′NN

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
N∑
i=1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

r11 · · · r1N
...

...
r′i1 · · · r′iN
...

...
rN1 · · · rNN

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

N∑
i=1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

r11 · · · r1N
...

...
N∑
k=1

aik(t)rk1 · · ·
N∑
k=1

aik(t)rkN

...
...

rN1 · · · rNN

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
N∑
i=1

N∑
k=1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

r11 · · · r1N
...

...
aik(t)rk1 · · · aik(t)rkN

...
...

rN1 · · · rNN

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

N∑
i=1

N∑
k=1

aik(t)

r11 · · · r1N
...

...
rk1 · · · rkN (i
...

...
rN1 · · · rNN

=
N∑
i=1

aii(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

r11 · · · r1N
...

...
ri1 · · · riN
...

...
rN1 · · · rNN

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= [trA(t)]∆
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つまり
d∆

dt
= [trA(t)]∆

これより {
∆(t)e−

∫ t
s trA(r)dr

}′
= 0

∆(s) = 1 に注意して両辺積分すると

∆(t)e−
∫ t
s trA(r)dr − 1 = 0

∆(t) = e
∫ t
s trA(r)dr

を得る．□

系 4.5� �
微分方程式

dx

dt
= A(t)x (4.6)

の解全体は N 次元ベクトル空間をなす．� �
証明

• ベクトル空間を成すことの証明は略す．
• xi(t) = R(t, s)ei (i = 1, · · · , N) とおく．
• x0 ∈ RN とし，x0 = x1e1 + · · ·+ xNeN とおく．
• x(t) を (4.6)の任意の解とし，x(s) = x0 とすると

x(t) = R(t, s)x0

= x1R(t, s)e1 + · · ·+ xNR(t, s)eN

= x1x1(t) + · · ·+ xNxN(t)

である．つまり，(4.6)の任意の解は x1(t), · · · , xN の線形結合でかける．
• 次に x1(t), · · · , xN(t) が線形独立であることを示そう．

λ1x1(t) + · · ·+ λNxN(t) = 0 (∀t ∈ I)

とおく．
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• このとき
λ1R(t, s)e1 + · · ·+ λNR(t, s)eN = 0

R(t, s)(λ1e1 + · · ·+ λNeN) = 0

λ1e1 + · · ·+ λNeN = R(t, s)−10 = 0

を得る．
• e1, · · · , eN は線形独立であるから λ1 = · · · = λN = 0 である．
• 以上より (4.6)の解全体は {R(t, s)e1, · · · , R(t, s)eN} を基底とする N 次元ベクト
ル空間である．□

定理 4.6� �
v1(t), · · · , vN は (4.6)の N 個の解であって，ある s ∈ I でベクトル v1(s), · · · ,
vN(s) で線形独立であるとする．このとき，任意の t ∈ I に対して N 次正方行列

V (t) = (v1(t), · · · ,vN(t))

は正則で (4.6)の解核行列 R(t, s) は

R(t, s) = V (t)V (s)−1

と表される．� �
証明

• 解核行列の定義より
vk(t) = R(t, s)vk(s) (k = 1, · · · , N),

V (t) = R(t, s)V (s)

が成り立つ．
• V (s) は正則で，R(t, s) も正則であるので V (t) も正則である．したがって

R(t, s) = V (t)V (s)−1

を得る．□
• 定理 4.6の行列 V (t) を (4.6)の基本行列という．
系 4.6� �
V1(t), V2(t) を (4.6)の基本行列とする．このとき，ある正則行列 T が存在して次が
成り立つ：

V2(t) = V1(t)T� �
証明
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• 定理 4.6より
V1(t)V1(s)

−1 = V2(t)V2(s)
−1 = R(t, s),

V1(t)
−1V2(t) = V1(s)

−1V2(s)

である．
• したがって V1(t)

−1V2(t) は t によらない一定の行列であるので T をおくと
V1(t)

−1V2(t) = T

• V1(t)
−1, V2(t) は正則であるから T も正則である．さらに

V2(t) = V1(t)T

を得る．□

例題１� �
微分方程式

x′′ − 2

t
x′ +

2

t2
x = 0 (t > 0)

について以下の問いに答えよ．
(1) t, t2 は線形独立な解であることを確かめよ．
(2) x1(t) = x(t), x2(t) = x′(t) とおくことにより，上の微分方程式を

d

dt

(
x1
x2

)
= A(t)

(
x1
x2

)
の形になおせ．

(3) (2)で求めた連立微分方程式の解核行列を求めよ．� �
解
(1) x(t) = t とおくと x′ = 1, x′′ = 0 より代入して解であることがわかる．x(t) = t2 に
ついても同様である．次に線形独立であることを示す．

c1t+ c2t
2 = 0

とおく．t = 1, t = 2 を代入することにより
c1 + c2 = 0, 2c1 + 4c2 = 0

を得るのでこれより c1 = c2 = 0 となる．したがって線形独立である．
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(2) x1 = x, x2 = x′ とすると
d

dt

(
x1
x2

)
=

(
x
x′

)
=

(
0 1

− 2
t2

2
t

)(
x
x′

)
=

(
0 1

− 2
t2

2
t

)(
x1
x2

)
(3) (1)より

x1(t) =

(
t
1

)
, x2(t) =

(
t2

2t

)
は (2)の連立微分方程式の解である．また

V (t) = (x1(t) x2(t)) =

(
t t2

1 2t

)
は正則行列である (t > 0)．したがって解核行列 R(t, s) は

R(t, s) = V (t)V (s)−1

=

(
t t2

1 2t

)(
s s2

1 2s

)−1

=
1

s2

(
t t2

1 2t

)(
2s −s2
−1 s

)
=

1

s2

(
2st− t2 st2 − s2t
2s− 2t 2st− s2

)

4.3 定数変化法
• 非同次方程式

dx

dt
= A(t)x+ f(t) (4.7)

を考える．

定理 4.7� �
連立微分方程式 (4.6)の解核行列を R(t, s) とする．初期条件 x(s) = x0 を満たす
(4.7)の解は次で与えられる：

x(t) = R(t, s)x0 +

∫ t

s

R(t, r)f(r)dr

� �
証明
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• x(t) = R(t, x)y(t) とおくと
dx

dt
=
∂R

∂t
(t, s)y(s) + R(t, s)

dy

dt

= A(t)R(t, s)y(t) + R(t, s)
dy

dt

= A(t)x(t) + R(t, s)
dy

dt

• よって
dy

dt
= R(t, s)−1f(t) = R(s, t)f(r)

である．
• t を r に変え，r について s から t まで両辺を積分すると

y(t) = y(s) +

∫ t

s

R(s, r)f(r)dr

• ここで x0 = x(s) = R(s, s)y(s) に注意する．
• したがって

x(t) = R(t, s)y(s) + R(t, s)

∫ t

s

R(s, r)f(r)dr

= R(t, s)x0 +

∫ t

s

R(t, s)R(s, r)f(r)dr

= R(t, s)x0 +

∫ t

s

R(t, r)f(r)dr

を得る．□

注 A を N 次正方行列，f : [0, T ] → RN は連続であるとする．このとき

A

∫ T

0

f(t)dt =

∫ T

0

Af(t)dt

が成り立つことを用いた．証明は補足で述べよう．

4.4 注の証明
• A = (aij) とおく．
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• まず f(t) =

 f1(t)
...

fN(t)

 とすると fi は [0, T ] で連続であるため [0, T ] で積分可

能であり

∫ T

0

f(t)dt =


∫ T

0
f1(t)dt
...∫ T

0
fN(t)dt

 =


lim
n→∞

n∑
k=1

f1
(
Tk
n

)
T
n

...

lim
n→∞

n∑
k=1

fN
(
Tk
n

)
T
n

 = lim
n→∞

n∑
k=1

T

n

 f1
(
Tk
n

)
...

fN
(
Tk
n

)


• ここで
n∑

k=1

T
n

 f1
(
Tk
n

)
...

fN
(
Tk
n

)
 の 第 i 成分について

N∑
l=1

ail

(
n∑

k=1

fl

(
Tk

n

)
T

n

)
=

N∑
l=1

n∑
k=1

ailfl

(
Tk

n

)
T

n

→
N∑
l=1

∫ T

0

ailfl(t)dt (n→ ∞)

=

∫ T

0

N∑
l=1

ailfl(t)dt

(
=

∫ T

0

[Af(t) の第 i 成分]dt

)

4.5 補足：定理4.1の証明
証明

• A(t)の成分は有界閉区間 I で連続であるのでM := max
t∈I

‖A(t)‖ <∞が成り立つ．

• (4.2)は次の積分方程式と同値である：

x(t) = x0 +

∫ t

t0

A(s)x(s)ds+ g(t) (4.8)

ただし g(t) =

∫ t

t0

f(s)ds である．

解の存在
• ベクトル値関数列 {xn(t)} を次のように定める：

x0(t) ≡ x0, xn+1(t) = x0 +

∫ t

t0

A(s)xn(s)ds+ g(s) (4.9)
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• このとき

xn+1(t)− xn(t) =

∫ t

t0

A(s){xn(s)− xn−1(s)}ds

が成り立つ．これより

‖xn+1(t)− xn(t)‖ ≤M

∣∣∣∣∫ t

t0

‖xn(s)− xn−1(s)‖ds
∣∣∣∣ (4.10)

が成り立つ．
• 帰納法で次のことを示す：K = max

t∈I
‖x1(t)− x0(t)‖ とおくと

‖xn+1(t)− xn(t)‖ ≤ K
Mn|t− t0|n

n!
(n = 0, 1, 2, · · · , t ∈ [a, b])

• n = 0 のときは明らかに正しい．
• n = k のとき正しいとすると

‖xk+1(t)− xk(t)‖ ≤M
Mk|t− t0|k

k!
(t ∈ [a, b])

n = k + 1 のとき t ≥ t0 とすると

‖xk+2(t)− xk+1(t)‖ ≤M

∣∣∣∣∫ t

t0

K
Mk(t− t0)

k

k!

∣∣∣∣ = Mk+1|t− t0|k+1

(k + 1)!

が成り立つ．t ≤ t0 の場合も同様である．
• 以上より

‖xn+1(t)− xn‖ ≤ K
Mn(b− a)n

n!

が成り立つが
∞∑
n=0

Mn(b− a)n

n!
<∞ よりWeierstrassのM-testより

∞∑
n=0

{xn+1(t)− xn(t)}

の各成分は I 上一様収束する．

xn(t) = x0 +
n∑

k=1

{xk(t)− xk−1}

より {xn(t)} の各成分はあるベクトル値関数 x(t) の各成分に I 上一様収束する．
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• (4.9)で n→ ∞ とすれば x(t) は積分方程式，したがって (4.2)の解であることが
わかる．

解の一意性
• x0 ≡ 0, f(t) ≡ 0 ならば x(t) ≡ 0 であることを示せばよい．
• x0 ≡ 0, f(t) ≡ 0 のとき t ≥ t0 のとき

‖x(t)‖ ≤
∫ t

t0

‖A(s)x(s)‖ds ≤M

∫ t

t0

‖x(s)‖ds (4.11)

が成り立つ．X(t) =

∫ t

t0

‖x(s)‖ds とおくと

(e−M(t−t0)X(t))′ ≤ 0

であるので両辺の変数を s にかえ s = t0 から s = t まで積分すると X(t) ≤ 0 を
得るが (4.11)より

0 ≤ ‖x(t)‖ ≤MX(t) ≤ 0 (t0 ≤ t ≤ b)

より x(t) ≡ 0 (t0 ≤ t ≤ b) が成り立つ．t ≤ t0 の場合も同様に示すことができる．
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