
3 初期値問題の解のパラメータ依存性
3.1 解の連続依存性

• 初期値問題
{ dx

dt
= f(t,x)

x(t0) = x0

(3.1)

を考える．f が局所Lipschitz条件を満たすとき，(3.1)の解はある区間 [t0−δ, t0+δ]
でただ１つ存在する．x0 を微小に変化させたとき，それに伴い，対応する解 x(t)
はどう変化するだろうか．

• x̃(t) = x(t)− x0 とすれば (3.1)は
{ dx̃

dt
= f(t, x̃+ x0)

x̃(t0) = 0
(3.2)

と表され，初期値 x0 は微分方程式の右辺のパラメータとしてみることができる．

• そこでここではより一般に，パラメータ µ を含む初期値問題の族
{ dx

dt
= f(t,x,µ)

x(t0) = x0

(3.3)

を考える．この初期値問題の解が x0 を１つ固定したとき，各 µ に対してただ１
つ存在するとき，それを x(t, µ) と表すことにする．

定理 3.1! "
• K = [t0 − r, t0 + r]× Bρ(x0), Σ ⊂ RM を空でない有界閉集合とする．

• f : K × Σ → RN は連続で K × Σ で次の意味で Lipschitz条件を満たすとす
る：ある L > 0 が存在して

‖f(t,x,µ)− f(t,y,µ)‖ ≤ L‖x− y‖
(∀(t,x,µ), ∀(t,y,µ) ∈ K × Σ)

(3.4)

• このとき初期値問題 (3.3)の解 x = x(t,µ) は µ について連続である．# $
• 証明には次のことを用いる．
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補題 3.2(Gronwallの補題)! "
• f = f(t), g = g(t) を [a, b] で定義された連続関数で，ある正の定数 k > 0 が
存在して

f(t) ≤ g(t) + k

∫ t

a

f(s)ds (∀t ∈ [a, b]) (3.5)

を満たすとする．

• このとき

f(t) ≤ g(t) + k

∫ t

a

g(s)ek(t−s)ds

が成り立つ．# $
注 このことから特に g(t) ≡ 0 on [a, b] ⇒ f(t) ≡ 0 on [a, b] が成り立つ．

証明

• F (t) = k

∫ t

a

f(s)ds とおくと，微積分の基本定理より

dF

dt
= kf(t)

• (3.5)より
dF

dt
= kF (t) ≤ k{g(t) + F (t)}

dF

dt
− kF (t) ≤ kg(t)

より変数を s に変えて，両辺に e−ks をかけることにより

[e−ksF (s)]′ ≤ ke−ksg(s)

を得る．

• 両辺 s = a から s = t まで積分すると，F (a) = 0 に注意することにより

e−ktF (t) ≤
∫ t

a

ke−ksg(s)ds

∴ F (t) ≤ k

∫ t

a

ek(t−s)g(s)ds

を得る．
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• 再び (3.5)より

f(t) ≤ g(t) + F (t) ≤ g(t) + k

∫ t

a

ek(t−s)g(s)ds

となり結論の不等式を得る．"

注 Gronwallの補題をGronwallの不等式とよぶこともある．

問 1

(1) g(t) が非減少関数，特に定数であれば，実際

f(t) ≤ g(t)ek(t−a)

が成り立つことを証明せよ．

(2) 次の，より一般のGronwallの不等式を示せ： f = f(t), g = g(t), h = h(t) を [a, b]
で定義された連続関数で h(t) ≥ 0 on [a, b] とする．このとき

f(t) ≤ g(t) +

∫ t

a

f(s)h(s)ds (∀t ∈ [a, b])

を満たすならば

f(t) ≤ g(t) +

∫ t

a

g(s)h(s)e
∫ t
s h(r)drds (∀t ∈ [a, b])

が成り立つことを示せ．（Hint: [a, b] 上の連続関数 a に対して e
∫ t
a a(s)ds を t で微分

するとどうなるかな？）

問 2 定理 2.1の条件で初期値問題 (3.1)の解は [t0 − τ0, t0 + τ0] でただ１つ存在するの
で x = x(t,x0) と表すことにする．N = 1 の場合でいいので，次の不等式をGronwall
の補題 (と問 1-(1))を用いて示せ：

‖x(t,x0)− x(t,y0)‖ ≤ ‖x0 − y0‖eL|t−t0| (∀t ∈ [t0 − τ0, t0 + τ0])

（t ≥ t0 の場合だけでも示してみよ．）この式から直接，初期値に関する連続性が得られ
ていることにも注意．

定理 3.1の証明 N = M = 1 の場合に示す．x は x, µ は µ とする．

• K × Σ は R3 の有界閉集合なのでM := sup
(t,x,µ)∈K×Σ

|f(t, x, µ)| < ∞ である．
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• 定理 2.1より初期値問題 (3.1)は [t0 − τ0, t0 + τ0] で定義された解 x = x(t, µ) をも
つ．ただし

τ0 = min
{
r,

ρ

M

}

である．

目標 t ∈ [t0 − τ0, t0 + τ0] を任意に固定する．このとき µ ,→ x(t, µ) が，任意の µ0 ∈ Σ
で連続であること，つまり，任意の ε > 0 に対して，ある δ > 0 が存在して

|µ− µ0| < δ, µ ∈ Σ ⇒ |x(t, µ)− x(t, µ0)| < ε

を示す．

• t ∈ [t0 − τ0, t0 + τ0] と µ0 ∈ Σ を任意にとる．t ≥ t0 とする（t < t0 でも同様に示
せる）．ε > 0 を任意にとる．

• f は有界閉集合 K×Σで連続であるから一様連続である．したがって，上の ε > 0
に対して，ある δ > 0 が存在して

‖(t, x, µ)− (t′, x′, µ′)‖ < δ, (t, x, µ), (t′, x′, µ′) ∈ Σ ⇒

|f(t, x, µ)− f(t′, x′, µ′)| < Lε

eLτ0 − 1
(= ε とおく)

が成り立つ．

• とくに (t′, x′, µ′) = (t, x, µ0) とすれば ‖(t, x, µ)− (t′, x′, µ′)‖ = |µ− µ0| より

|µ− µ0| < δ, (t, x, µ), (t, x, µ0) ∈ Σ ⇒

|f(t, x, µ)− f(t, x, µ0)| <
Lε

eLτ0 − 1
(= ε)

(3.6)

が成り立つ．

• このとき x = x(t, µ), x = x(t, µ0) はそれぞれ積分方程式

x(t, µ) = x0 +

∫ t

t0

f(s, x(s, µ), µ)ds, x(t, µ0) = x0 +

∫ t

t0

f(s, x(s, µ0), µ0)ds
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• したがって (3.4), (3.6)より |µ− µ0| < δ, µ ∈ Σ ならば

|x(t, µ)− x(t, µ0)| =
∣∣∣∣
∫ t

t0

{f(s, x(s, µ), µ)− f(s, x(s, µ0), µ0)ds

∣∣∣∣

≤
∫ t

t0

|f(s, x(s, µ), µ)− f(s, x(s, µ0), µ0)|ds

≤
∫ t

t0

|f(s, x(s, µ), µ)− f(s, x(s, µ), µ0)|ds

+

∫ t

t0

|f(s, x(s, µ), µ0)− f(s, x(s, µ0), µ0)|ds

≤
∫ t

t0

εds+ L

∫ t

t0

|x(s, µ)− x(s, µ0)|ds

= ε(t− t0) + L

∫ t

t0

|x(s, µ)− x(s, µ0)|ds

を得る．

• f(t) = |x(t, µ) − x(t, µ0)|, g(t) = ε(t − t0), k = L としてGronwallの補題 (補題
3.2)を用いると

|x(t, µ)− x(t, µ0)| = u(t) ≤ c(t) + k

∫ t

t0

c(s)ek(t−s)ds

= ε(t− t0) + εL

∫ t

t0

(s− t0)e
L(t−s)ds

=
eL(t−t0) − 1

L
ε <

eLτ0 − 1

L
ε = ε

を得る．つまり

|µ− µ0| < δ, µ ∈ Σ ⇒ |x(t, µ)− x(t, µ0)| < ε

が示された．したがって x(t, µ) は µ0 で連続である．

• µ0 ∈ Σ は任意なので，µ ,→ x(t, µ) は Σ で連続である．"

• 定理 3.1で述べられているのは tを止めたとき，パラメータについて連続性をもっ
ているということである．実際もう少し強いことがいえる．証明は補足で述べる．

定理 3.3! "
定理 3.1と同じ仮定の下で x = x(t,µ) は (t,µ) の連続関数である．# $
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3.2 パラメータに関する微分可能性
• f(t,x,µ) が µ について C1 級であるとき，初期値問題 (3.3)の解 x = x(t,µ) の
パラメータ µ について偏微分について考える．簡単のため N = M = 1 の場合
で考える．もし，x(t, µ) が µ で偏微分可能であるとし，偏導関数を xµ = xµ(t, µ)
とする．形式的に微分方程式を µ で偏微分すると xµ(t0, µ) = 0 であり

dxµ

dt
= fx(t, x(t, µ), µ)xµ + fµ(t, x(t, µ), µ)

を得る．つまり，y(t) = x(t, µ) は
{ dy

dt
= fx(t, x(t, µ), µ)y + fµ(t, x(t, µ), µ)

y(t0) = 0
(3.7)

という 1階線形微分方程式を満たすと予想できる．この方程式を変分方程式とい
う．f が連続関数で，fx, fµ がそれぞれ連続であれば，定理 2.1により初期条件
を満足する変分方程式の解はただ１つであるとわかる．

• 他に N ≥ 1, M = 1 の場合には変分方程式は以下のようになる：





dy

dt
=
∂f

∂x
(t,x(t, µ), µ)y +

∂f

∂µ
(t,x(t, µ), µ)

y(t0) = 0
(3.8)

ここで

x =




x1
...
xN



 , y =




y1
...
yN



 , f(t,x, µ) =




f1(t, x1, · · · , xN , µ)

...
fN(t, x1, · · · , xN , µ)





に対して

∂f

∂x
=

(
∂fi
∂xj

)

i,j

(N ×N 行列),
∂f

∂µ
=





∂f1
∂µ (t, x1, · · · , xN , µ)

...
∂fN
∂µ (t, x1, · · · , xN , µ)





となる．

• 解のパラメータに関する微分可能性について，話を簡単にするため N = M = 1
の場合に限り述べよう．
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定理 3.4! "
• K = [t0 − r, t0 + r]× [x0 − ρ, x0 + ρ]× [α, β] とする．

• f = f(t, x, µ) は K を含むある開集合 Ω で定義されている連続関数で，∂f

∂x
,

∂f

∂µ
は Ω で連続とする（この条件から K で定理 3.1の Lipschitz条件を満足

することに注意）．

• このとき x(t, µ) は µ について偏微分可能で xµ(t, µ) で連続である，（xt(t, µ)
の連続性は明らかなので x(t, µ) は C1 級であることがわかる）．

• さらに xµ は変分不等式 (3.7)の解である．# $
証明は補足で述べよう．

3.3 補足
3.3.1 定理 3.3の証明
N = M = 1 で証明する．

• K × Σ は R3 の有界閉集合なのでM := sup
(t,x,µ)∈K×Σ

|f(t, x, µ)| < ∞ である．

• 定理 2.1より初期値問題 (3.1)は [t0 − τ0, t0 + τ0] で定義された解 x = x(t, µ) をも
つ．ただし

τ0 = min
{
r,

ρ

M

}

である．

目標 任意の ε > 0 に対して，ある δ > 0 が存在して

‖(t′, µ′)− (t, µ)‖ < δ, t′, t ∈ [t0 − τ0, t0 + τ0], µ, µ ∈ Σ ⇒ |x(t′, µ′)− x(t, µ)| < ε

を示す．

• f は有界閉集合 K×Σで連続であるから一様連続である．したがって，上の ε > 0
に対して，ある δ0 > 0 が存在して

‖(t, x, µ)− (t′, x′, µ′)‖ < δ0, (t, x, µ), (t′, x′, µ′) ∈ Σ ⇒

|f(t, x, µ)− f(t′, x′, µ′)| < ε

2τ0eLτ0
(= ε とおく)

が成り立つ．
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• とくに (t′, x′, µ′) = (t, x, µ′) とすれば ‖(t, x, µ)− (t, x, µ′)‖ = |µ− µ′|より
|µ− µ′| < δ0, (t, x, µ), (t, x, µ′) ∈ Σ ⇒

|f(t, x, µ)− f(t, x, µ′)| < ε

2τ0eLτ0
(= ε)

(3.9)

が成り立つ．

• このとき x = x(t, µ), x = x(t, µ′) はそれぞれ積分方程式

x(t, µ) = x0 +

∫ t

t0

f(s, x(s, µ), µ)ds, x(t, µ′) = x0 +

∫ t

t0

f(s, x(s, µ′), µ′)ds

を満たす．

• t, t′ ∈ [t0 − τ0, t0 + τ0], µ, µ′ ∈ Σ を任意にとる．

x(t′, µ′)− x(t, µ)

=x(t′, µ′)− x(t′, µ) + x(t′, µ)− x(t, µ)

=

∫ t′

t0

{f(s, x(s, µ′), µ′)− f(s, x(s, µ), µ)}ds+
∫ t′

t

f(s, x(s, µ), µ)ds

=

∫ t′

t0

{f(s, x(s, µ′), µ′)− f(s, x(s, µ′), µ)}ds+
∫ t′

t0

{f(s, x(s, µ′), µ)− f(s, x(s, µ), µ)}ds

+

∫ t′

t

f(s, x(s, µ), µ)ds

=I1 + I2 + I3

とおく．

• t′ ≥ t0 とし，|µ− µ′| < δ0 とする．

• I1 について (3.9)より

|I1| ≤
∫ t′

t0

|f(s, x(s, µ′), µ′)− f(s, x(s, µ′), µ)|ds ≤ ε|t′ − t0| ≤ ετ0

• I2 について (3.4)より

|I2| ≤
∫ t′

t0

|f(s, x(s, µ′), µ)− f(s, x(s, µ), µ)|ds ≤ L

∫ t′

t0

|x(s, µ′)− x(s, µ)|ds

• したがって

|x(t′, µ′)− x(t′, µ)| = |I1 + I2| ≤ ετ0 + L

∫ t′

t0

|x(s, µ′)− x(s, µ)|ds

である．
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• Gronwallの補題（補題 3.2）と問 1-(1)より，

|x(t′, µ′)− x(t′, µ)| ≤ ετ0e
L(t′−t0) ≤ ετ0e

Lτ0 <
ε

2

これは t < t0 でも同様な式が得られる．つまり

|x(t′, µ′)− x(t′, µ)| ≤ ετ0e
L(t′−t0) ≤ ετ0e

Lτ0 <
ε

2
(∀t′ ∈ [t0 − τ0, t0 + τ0],

∀µ, µ′ ∈ Σ, |µ− µ′| < δ0)

• 次に t′ > t, t′ ≤ t の場合分けを行い

|I3| ≤ M|t′ − t|

を得る．したがって，|t′ − t| < ε

2M ならば |I3| <
ε

2
が成り立つ．

• δ = min{δ0, ε/2M} とおくと

(t′, µ′), (t, µ) ∈ K × Σ, ‖(t′, µ′)− (t, µ)‖ < δ

ならば

|t′ − t|, |µ′ − µ| < ‖(t′, µ′)− (t, µ)‖ < δ

より |t′ − t| < ε

2M かつ |µ′ − µ| < δ0 より

|x(t′, µ′)− x(t, µ)| ≤ |I1|+ |I2|+ |I3| <
ε

2
+
ε

2
= ε

となる．"

3.3.2 定理 3.4の証明

• µ ∈ (α, β) とし ϕ(t, µ,λ) =
1

λ
(x(t, µ+ λ)− x(t, µ)) とおいて，λ→ 0 の極限が存

在することを示そう．

• ϕ が満たす微分方程式を考えると
∂ϕ

∂t
=

1

λ
{f(t, x(t, µ+ λ), µ+ λ)− f(t, x(t, µ), µ)} (3.10)

• 右辺について微積分の基本定理より
∫ 1

0

∂

∂s
{f(t, x(t, µ) + s(x(t, µ+ λ)− x(t, µ)), µ+ sλ)}ds

= f(t, x(t, µ+ λ), µ+ λ)− f(t, x(t, µ), µ)

である．
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• ys(t, µ,λ) = x(t, µ) + s(x(t, µ+ λ)− x(t, µ)) とおいて左辺に合成関数の微分法を
実行して
∫ 1

0

{fx(t, ys(t, µ,λ), µ+ sλ)(x(t, µ+ λ)− x(t, µ)) + fµ(t, ys(t, µ,λ), µ+ sλ)λ}ds

= f(t, x(t, µ+ λ), µ+ λ)− f(t, x(t, µ), µ)

を得る．

• したがって (3.10)より

dϕ

dt
= a(t, µ,λ)ϕ(t, µ,λ) + b(t, µ,λ)

を得る．ここで

a(t, µ,λ) =

∫ 1

0

fx(t, ys(t, µ,λ), µ+ sλ)ds, b(t, µ,λ) =

∫ 1

0

fµ(t, ys(t, µ,λ), µ+ sλ)ds

である．

• f の仮定から fx, fµ は連続であるので定理 3.3とあわせて a(t, µ,λ), b(t, µ,λ) も
連続である（補足参照）．
また，ϕ(t0, µ,λ) = 0 であるの ϕ は線形微分方程式の初期値問題

{ dϕ

dt
= a(t, µ,λ)ϕ(t, µ,λ) + b(t, µ,λ)

ϕ(t, µ,λ) = 0

の解である．

• g(t, x, µ,λ) = a(t, µ,λ)x+ b(t, µ,λ) とおくと g は定理 3.1のLipschitz条件を満足
するので ϕ(t, µ,λ) は (µ,λ) について連続である（λ = 0 まで）．よって

lim
λ→0

ϕ(t, µ,λ) = lim
λ→0

1

λ
(x(t, µ+ λ)− x(t, µ)) =

∂x

∂µ
(t, µ)

が存在する．

• lim
λ→0

a(t, µ,λ) = fx(t, x(t, µ), µ), lim
λ→0

b(t, µ,λ) = fµ(t, x(t, µ), µ) である（これも
補足）．

• 一方，変分方程式の解は一意であるため，∂x

∂µ
(t, µ) は変分方程式の解である．"
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a(t, µ,λ), b(t, µ,λ)の連続性について
• a, b は

a(t, µ,λ) =

∫ 1

0

fx(t, ys(t, µ,λ), µ+ sλ)ds, b(t, µ,λ) =

∫ 1

0

fµ(t, ys(t, µ,λ), µ+ sλ)ds

で与えられる．この関数が (t, µ,λ) に関する連続関数であることを見よう．
• まず被積分関数を見ていこう．ys(t, µ,λ) = x(t, µ) + s(x(t, µ+ λ)− x(t, µ)) であ
り，定理 3.1より ys は t, µ, λ の連続関数である． したがって

fx(t, ys(t, µ,λ), µ+ sλ)ds

は (t, , s, µ,λ) の連続関数である．
• 本質的には次のことを示せばよい：Σ を Rn の空でない有界閉集合とし，F (λ, s)
を Σ× [0, 1] で定義された連続関数とすると

A(λ) =

∫ 1

0

F (λ, s)ds

は Σ 上の連続関数となる．このことを示せば (t,λ, µ) を１つの変数 λ にまとめ
てしまえばよい．

証明

目標 λ0 ∈ Σ を任意にとる．任意に ε > 0 をとったとき，ある δ > 0 が存在して
‖λ− λ0‖ < δ ⇒ |A(λ)− A(λ0)| < ε

が成り立つ．
• 任意に λ0 ∈ Σ をとる． ε > 0 をとる．このとき F (λ, s) は有界閉集合 Σ× [0, 1]
で連続なので一様連続である．したがってある δ > 0 が存在して

‖(λ, s)− (λ′, s′)‖ < δ ⇒ |F (λ, s)− F (λ′, s′)| < ε

が成り立つ．特に
‖λ− λ0‖ = ‖(λ, s)− (λ0, s)‖ < δ ⇒ |F (λ, s)− F (λ0, s)| < ε

が成り立つ．
• したがって ‖λ− λ0‖ < δ, λ ∈ Σ ならば

|A(λ)− A(λ0)| =
∣∣∣∣
∫ 1

0

{F (λ, s)− F (λ0, s)}ds
∣∣∣∣

≤
∫ 1

0

|F (λ, s)− F (λ0, s)|ds = ε

が成り立つ．これは A(λ) が連続であることを意味する．"
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