
2 初期値問題の解の存在と一意性
• Ω ⊂ RN+1 とし f : Ω → RN とする：

f = f(t,x) (t ∈ R,x ∈ RN , (t,x) ∈ Ω)

• ここでは，初期値問題
{ dx

dt
= f(t,x)

x(t0) = x0

(2.1)

を考える．

• ここで

x(t) =




x1(t)
...

xN(t)



 , x0 =




x01
...

x0N



 , f(t,x) =




f1(t, x1, · · · , xN)

...
fN(t, x1, · · · , xN)





とおけば (2.1)は





dx1

dt
= f1(t, x1, · · · , xN)

...
dxN

dt
= f1(t, x1, · · · , xN)

xi(t0) = x0i (i = 1, · · · , N)

となる．

• x = t(x1, . . . , xN) ∈ RN のノルムを次で定義する：

‖x‖ =

(
N∑

i=1

x2
i

) 1
2

2.1 Lipschitz連続
• D ⊂ RN とし g : D → RN とする．ある L > 0 が存在して

‖g(x)− g(y)‖ ≤ L‖x− y‖ (∀x, ∀y ∈ D)

が成り立つとき g は D でLipschitz連続であるという．

例１ I ⊂ R を開区間，g は I で C1 級とする．もし，ある M > 0 が存在して
|g′(x)| ≤ M (x ∈ I) が成り立つならば，g は I で Lipschitz連続である．
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• 実際，微積分の基本定理より

g(x)− g(y) =

∫ x

y

g′(t)dt

が成り立つ．
• x ≥ y のとき

|g(x)− g(y)| ≤
∫ x

y

|g′(t)|dt ≤ M(x− y)

• x ≤ y のとき

|g(x)− g(y)| ≤
∫ y

x

|g′(t)|dt ≤ M(y − x)

• したがって |g(x)− g(y)| ≤ M |x− y| on I である．
注一般に [a, b] 上の連続関数 h が |h(x)| ≤ M on [a, b] が成り立つとき

∣∣∣∣
∫ x

y

h(t)dt

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣
∫ x

y

|h(t)|dt
∣∣∣∣ ≤ M |x− y| (∀x, ∀y ∈ [a, b])

が成り立つ．この事実は今後頻繁に用いる．

例２ g(x) =
√
|x|は [−1, 1]で（実際，0を内部に含む区間で）Lipschitz連続ではない．

• もし Lipschitz連続であるとすると，ある L > 0 が存在して
|
√

|x|−
√
|y|| ≤ L|x− y| (x, y ∈ [−1, 1])

が成り立つはずである．
• y = 0, x (= 0とすると

√
|x| ≤ L|x|つまり 1 ≤ L

√
|x|となるが，0 < |x| < 1/4L2

とすると矛盾である．

f = f(t,x) の場合
• 定理を述べるために次の準備をしよう．
• K ⊂ RN+1 を空でない有界閉集合とする．f : K → RN がK 上 t に関して一様
に Lipschitz連続，すなわち，t に無関係な定数 L が存在して

‖f(t,x)− f(t,y)‖ ≤ L‖x− y‖ (∀(t,x), ∀(t,y) ∈ K)

が成り立つとき，f は K でLipschitz条件を満たすということにする．
• Ω ⊂ RN+1 を空でない開集合とする．f : Ω → RN とする．任意の K ⊂ Ω：Ω の
コンパクト集合に対してある定数 LK > 0 が存在して

‖f(t,x)− f(t,y)‖ ≤ LK‖x− y‖ (∀(t,x), ∀(t,y) ∈ K)

が成り立つとき，f は Ω で局所Lipschitz条件を満たすということにする．
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2.2 解の存在と一意性
定理 2.1(Picard-Lindelöf, Cauchy-Lipschitz)! "

• K = [t0 − r, t0 + r]× Bρ(x0) とする．ここで

Bρ(x0) = {x ∈ RN : ‖x− x0‖ ≤ ρ}

である．

• f : K → RN は連続で K で Lipschitz条件を満たすとする:ある L > 0 が存
在して

‖f(t,x)− f(t,y)‖ ≤ L‖x− y‖ (∀(t,x), ∀(t,y) ∈ K)

• このとき初期値問題 (2.1)は [t0 − τ0, t0 + τ0] でただ１つの解をもつ．ここで

M := max
(t,x)∈K

‖f(t,x)‖, τ0 := min
{
r,
ρ

M

}

である．# $

t0 +
ρ
Mt0 − ρ

M
t0

x0

M(t− t0)

x0 + ρ

x0 − ρ

O t0 + rt0 − r
t

x

t0

x0

M(t− t0)
x0 + ρ

x0 − ρ

O t0 + at0 − a
t

x

−M(t− t0)
−M(t− t0)

証明は N = 1 の場合に行う．N ≥ 2 については多少の準備が必要なので補足で述
べる．
証明 N = 1 の場合のみ示す．f , x はそれぞれ f , x で表す．また，Bρ(x0) = [x0 −
ρ, x0 + ρ] である．

• 証明の方法はPicardの逐次近似法という．
• N = 1 とするので (2.1)を改めて

{ dx

dt
= f(t, x)

x(t0) = x0

(2.2)

とおこう．
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Step 1： 積分方程式へ変換する．I = [t0 − τ0, t0 + τ0] とするとき x = x(t) が (2.2)の
I 上の解であるための必要十分条件は x(t) がI で連続で次の積分方程式を満たすこと
である：

x(t) = x0 +

∫ t

t0

f(s, x(s))ds (2.3)

証明
• x(t) が (2.2)の解ならば x(t) そして f(t, x(t)) は I で連続なので x(t) は I 上の
C1 級関数となる．したがって，(2.2) の両辺 t を s に変え，s = t0 から s = t ま
で積分すれば (2.3)を得る．

• x(t) が I で連続で (2.3)を満たすとする．このとき f(t, x(t)) は I で連続より，微
積分の基本定理より

d

dt

∫ t

t0

f(s, x(s))ds = f(t, x(t))

が成り立つ．よって (2.3)の両辺を微分すれば x(t) は (2.2)を満たすことがわか
る．(Step 1終)

Step 2： I 上の関数列 {xk(t)} を

x0(t) ≡ x0

xk(t) = x0 +

∫ t

t0

f(s, xk−1(s))ds (t ∈ I, k = 1, 2, · · · ) (2.4)

と定義する．このとき xk(t) は各 k に対して I 上の連続関数で

xk(t) ∈ [x0 − ρ, x0 + ρ] (∀k = 0, 1, · · · , ∀t ∈ I)

を満たす．

証明 帰納法で示す．

• k = 0 のときは明らかである．

• k のとき成り立つとすると (t, xk(t)) ∈ K (∀t ∈ I) であるから |f(t, xk(t))| ≤ M
(for t ∈ I) である．

• したがって

xk+1(t) = x0 +

∫ t

t0

f(s, xk(s))ds
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より

|xk+1(t)− x0| =
∣∣∣∣
∫ t

t0

f(s, xk(s))ds

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣
∫ t

t0

|f(s, xk(s))|ds
∣∣∣∣

≤ M |t− t0| ≤ M
ρ

M
= ρ

したがって k + 1 のとき成り立つので帰納法で Step 2の主張は示された．（Step
2終）

Step 3： yk(t) = xk(t)− xk−1(t) (k = 1, 2, · · · ) とするとき

|yk(t)| ≤
Lk−1M

k!
|t− t0|k t ∈ I, k = 1, 2, · · · (2.5)

が成り立つ．

証明 帰納法で示す．

• k = 1 のとき

y1(t) = x1(t)− x0 = x1(t)− x0 =

∫ t

t0

f(s, x0)ds

で (t, x0) ∈ K (∀t ∈ I) より |f(t, x0)| ≤ M (t ∈ I) である．したがって

|y1(t)| ≤
∣∣∣∣
∫ t

t0

|f(s, x0)|ds
∣∣∣∣ ≤ M |t− t0|

よって k = 1 のとき成り立つ．

• k のとき成り立つとすると

|yk(y)| ≤
Lk−1M

k!
|t− t0|k (∀t ∈ I) (2.6)

が成り立つ．

• k + 1 のときを考えると

yk+1(t) = xk+1(t)− xk(t) =

∫ t

t0

{f(s, xk(s))− f(s, xk−1(s))}ds

• t ∈ I のとき Step 2より (t, xk(t)), (t, xk−1(t)) ∈ K より仮定から

|f(t, xk(t))− f(t, xk−1(t))| ≤ L|xk(t)− xk−1(t)| = L|yk(t)|

である．
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• t ≥ t0 のとき (2.6)から

|yk(t)| ≤
∫ t

t0

|f(s, xk(s))− f(s, xk−1(s))|ds

≤
∫ t

t0

L|yk(s)|ds

≤
∫ t

t0

L
Lk−1M

k!
(s− t0)

kds

=

[
LkM

k!

(s− t0)k+1

k + 1

]t

t0

=
LkM

(k + 1)!
(t− t0)

k+1

• t ≤ t0 のとき

|yk(t)| ≤
∫ t0

t

|f(s, xk(s))− f(s, xk−1(s))|ds

≤
∫ t0

t

L|yk(s)|ds

≤
∫ t0

t

L
Lk−1M

k!
(t0 − s)kds

=

[
−LkM

k!

(t0 − s)k+1

k + 1

]t

t0

=
LkM

(k + 1)!
(t0 − t)k+1

したがって

|yk+1(t)| ≤
LkM

(k + 1)!
|t− t0|k+1 (t ∈ I)

• 以上よりすべての k = 1, 2, · · · と t ∈ I に対して (2.5)が成り立つ．(Step3終)

Step 4: {xk(t)} はある連続関数 x(t) に I 上一様収束する．

証明
• xk(t) は

xk(t) = x0(t) +
k∑

j=1

{xj(t)− xj−1(t)} = x0 +
k∑

j=1

yj(t)

と表される．
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• Mj :=
Lj−1M

j!
τ j0 とおくと Step 3より

|yj(t)| ≤
Lj−1M

j!
τ j0 (= Mj) (∀j = 1, 2, · · · , ∀t ∈ I)

∞∑

j=1

Mj =
M

L

∞∑

j=1

(Lτ0)j

j!
=

M

L
(eLτ0 − 1) < ∞

• Weierstrassの M− test（定理 1.6）より関数項級数
∞∑

j=1

yj(t) は I 上一様収束す

る．よって {xk(t)} も I 上ある連続関数 x(t) に一様収束する．xk(t) は連続関数
なので定理 1.2なので x(t) も連続関数である（Step 4終）．

Step 5： Step 4で得られた x(t) は積分方程式 (2.3) を満たす．

証明
• |f(t, xk(t))− f(t, x(t))| ≤ L|xk(t)− x(t)| より {f(t, xk(t))}k は I 上 f(t, x(t)) に
一様収束する．

• したがって定理 1.3により

lim
k→∞

∫ t

t0

f(s, xk(s))ds =

∫ t

t0

f(s, x(s))ds

• よって (2.4)で k → ∞ とすれば

x(t) = x0 +

∫ t

t0

f(s, x(s))ds

を得る（Step5終）．

Step 6: (2.3) したがって (2.1)の解は I でただ１つである．

証明
• x1(t), x2(t) がともに (2.3) の解であるとする．

• t ≥ t0 とすると

|x1(t)− x2(t)| ≤
∫ t

t0

|f(s, x1(s))− f(s, x2(s))|ds

≤ L

∫ t

t0

|x1(s)− x2(s)|ds
(2.7)
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• X(t) =

∫ t

t0

|x1(s)− x2(s)|ds とおくと
dX

dt
= |x1(t)− x2(t)| より

dX

dt
− LX ≤ 0 (∀t ∈ [t0, t0 + τ0])

• 両辺 e−Lt をかけると

d

dt
(Xe−Lt) ≤ 0

を得る．変数を s に変え s = t0 から s = t まで積分すると

X(t)e−Lt−X(t0)e
−Lt0 ≤ 0

であるが X(t0) = 0 より X(t)e−Lt ≤ 0 を得る．

• 一方 X(t) ≥ 0 より X(t) ≡ 0 on [t0, t0 + τ0] である．

• (2.7)より |x1(t)− x2(t)| ≡ 0 on [t0, t0 + τ0] である．

• t ≤ t0 でも同様に示すことができる（Step 6終）．

以上で定理の証明が終わった．!

例３ (Lipchitz連続性がないと，解の一意性が成り立たない例)

• 次の初期値問題を考える．
{ dx

dt
= 2
√
|x|,

x(0) = 0

•
√

|x| が 0 を内部に含む区間で Lipschitz連続でないことが例２で既に見た．
• まず明らかに x0(t) ≡ 0 は解である．

• 次に

x1(t) =

{
t2 t ≥ 0
−t2 t < 0

は解である（各自チェックせよ）．

• この初期値問題の解は無限個ある（x0, x1 以外に各自探してみよ）．
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命題 2.2! "
• Ω ⊂ RN+1 (Ω (= ∅) は開集合

• f : Ω → RN は連続で Ω で局所Lipschitz条件を満たすとする，つまり，任意
の K ⊂ Ω：Ω のコンパクト集合に対してある定数 LK > 0 が存在して

‖f(t,x)− f(t,y)‖ ≤ LK‖x− y‖ (∀(t,x), ∀(t,y) ∈ K)

が成り立つとする．

• このとき，任意の (t0,x0) ∈ Ω に対して，ある δ > 0 が存在して，初期値問
題 (2.1)は [t0 − δ, t0 + δ] でただ１つの解をもつ．# $

証明 Ω は開集合なので，ρ, r > 0 を十分小さくとれば

K = [t0 − r, t0 + r]× Bρ(x0) ⊂ Ω

とできるので定理 2.1を用いる．!
系 2.3! "

• Ω ⊂ RN+1 (Ω (= ∅) は開集合

• f : Ω → RN は連続で

f(t,x) =




f1(t, x1, · · · , xN)

...
fN(t, x1, · · · , xN)





と表したとき ∂fi
∂xj

(i = 1, · · · , N, j = 1, · · · , N) は Ω で連続とする．

• このとき任意の (t,x0) ∈ Ω に対してある δ > 0 が存在して (2.1)は [t0 −
τ0, t0 + δ0] でただ１つの解をもつ．# $

証明
• N = 1 の場合に示す．(f = f , x = x)

• (t0, x0) ∈ Ω に対して ρ, r > 0 を十分小さくとれば
K = [t0 − r, t0 + r]× Bρ(x0) ⊂ Ω

とできる．

•
∂f

∂x
は K で連続であるから，ある M > 0 が存在して

∣∣∣∣
∂f

∂x

∣∣∣∣ ≤ M on K
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が成り立つ．

• 微積分の基本定理より (t, x), (t, y) ∈ K ならば

f(t, x)− f(t, y) =

∫ x

y

∂f

∂x
(t, s)ds

|f(t, x)− f(t, y)| ≤
∣∣∣∣
∫ x

y

∣∣∣∣
∂f

∂x
(t, s)

∣∣∣∣ ds
∣∣∣∣ ≤ M |x− y|

が成り立つ．

• f は K で Lipschitz条件を満たすので定理 2.1より，ある δ > 0 が存在して，初
期値問題 (2.1)は [t0 − δ, t0 + δ] でただ１つの解をもつ．!

2.3 解の延長
• 命題 2.2や系 2.3で得られる解 x(t) は t = t0 を内部に含むある区間 [t0− δ, t0+ δ]
で定義された解で局所解という．この解に対して，ある δ′ > δ が存在して [t0 −
δ′, t0 + δ], [t0 − δ, t0 + δ′] あるいは [t0 − δ′, t0 + δ′] で定義される解 x̃(t) = x(t)
on [t0 − δ, t0 + δ] となるものを x(t) の延長あるいは延長された解といい x(t) は
[t0 − δ′, t0 + δ], [t0 − δ, t0 + δ′] あるいは [t0 − δ′, t0 + δ′] へ延長されるという．

• 命題 2.2あるいは系 2.3の下，得られた [t0 − δ, t0 + δ] 上の局所解 x(t) について，
(t0+δ,x(t0+δ)) ∈ Ωあるいは (t0−δ,x(t0−δ)) ∈ Ωであれば，(t0+δ,x(t0+δ))ある
いは (t0−δ,x(t0−δ))を (t̃0, x̃0)とし (2.1)を考えることにより (2.1)は，ある δ̃ > 0
に対して [t̃0−δ̃, t̃0+δ̃]上の局所解をもつ．明らかに [t̃0−δ̃, t̃0+δ̃]∩[t0−δ, t0+δ] (= ∅
より，解の一意性から x(t) = x̃(t) が成り立ち，x(t) は x̃(t) へ延長される．

• 例えば，定理 2.1で (ρ/M) < r のとき，解は [t0 − (ρ/M), t0 + (ρ/M)] で定義さ
れるが，x(t0 + ρ/M) ∈ Bρ(x0) あるいは x(t0 − ρ/M) ∈ Bρ(x0) であれば解は
t > t0 + ρ/M あるいは t < t0 − (ρ/M) へ延長される．

N = 1 の場合について次の定理を述べておこう（参考：竹之内脩著「常微分方程式」
ちくま学芸文庫）．
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定理 2.4! "
命題 2.2と同じ条件の下，初期値問題 (2.1)（ただし N = 1）の解の [t0 − δ, t0 + δ]
で定義された局所解を x(t) とし

T = sup{T0 > t0 : x(t) は [t0 − δ, T0] へ延長される }

とする．このとき，次のいずれかが成り立つ：

(1) T = ∞

(2) T < ∞ で， lim
t→T−0

x(t) = ∞ あるいは lim
t→T−0

x(t) = −∞

(3) T < ∞ で， lim
t→T−0

x(t) = x∞ ∈ R が定まり (T, x∞) ∈ ∂Ω である．

(4) T < ∞ で， lim
t→T−0

x(t) が存在しない．
# $
例４

{ dx

dt
= x2

x(0) = 1

の解 x(t) =
1

1− t
は lim

t→1−0
x(t) = ∞ となる．

一般に lim
t→T−0

‖x(t)‖ = ∞ となる時 x(t) は時刻 T て爆発するといい，T を爆発時
刻という．
定理 2.5! "
Ω = RN+1 とする．f : RN+1 → RN は連続で局所 Lipschitz条件を満たすとする．
さらに，ある C > 0 が存在して

‖f(t,x)‖ ≤ C(1 + ‖x‖) (∀t ∈ R, ∀x ∈ RN)

が成り立つとき，初期値問題 (2.1)の解は (−∞,∞) で定義される．# $
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2.4 補足
2.4.1 N ≥ 2 の場合の定理 2.1の証明のポイント

• x(t) =




x1(t)
...

xN(t)



 が [a, b] で連続のとき

∫ b

a

x(t)dt =





∫ b

a x1(t)dt
...∫ b

a xN(t)dt





と定める．このとき
∥∥∥∥
∫ b

a

x(t)dt

∥∥∥∥ ≤
∫ b

a

‖x(t)‖dt

が成り立つ．

証明

• τi = a+ i
n(b− a) (i = 1, · · · , n) とおくと xk(t) (k = 1, 2, · · · , N), ‖x(t)‖ は [a, b]

で連続なので [a, b] 上Riemann積分可能である．したがって

lim
n→∞

n∑

i=1

xk(τi)(ti − ti−1) =

∫ b

a

xk(t)dt (k = 1, 2, · · · , N)

lim
n→∞

n∑

i=1

‖x(τi)‖(ti − ti−1) =

∫ b

a

‖x(t)‖dt

• 次に

N∑

k=1

(
n∑

i=1

xi(τi)(ti − ti−1)

)2

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥





n∑
i=1

x1(τi)(ti − ti−1)

...
n∑

i=1
xN(τi)(ti − ti−1)





∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

=

∥∥∥∥∥

n∑

i=1

x(τi)(ti − ti−1)

∥∥∥∥∥ ≤
n∑

i=1

‖x(τi)‖(ti − ti−1)

である．両辺 n → ∞ とすれば目的の不等式が得られる．

• 定理 2.1の証明において絶対値のしかるべきところに対して ‖ · ‖ に置き換え，こ
の不等式を使えば N ≥ 2 の場合の証明ができる（各自行え）．
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