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1 関数列・関数項級数の一様収束・関数の一様連続性
1.1 関数列の各点収束・一様収束

• I を R の区間とし，I で定義された実数値関数の列 {fn(t)} を I 上の関数列とい
う．fn(t) は関数の「値」を表すので，{fn} と表すことがよいのでこの書き方を
用いることもある．

• 任意の I に対して，数列 {fn(t)} が収束するとする．このとき，その極限値は t
に対してただ１つに定まるので I で定義された関数となる．これを f(t) と書く
ことにする．このとき，関数列 {fn(t)} （or {fn}）は I 上 f(t) に各点収束する
といい

lim
n→∞

fn(t) = f(t) I上各点
fn(t) → f(t) (n → ∞) I上各点

と表す．

例１ fn(t) = tn (t ∈ [0, 1]) (n = 1, 2, · · · ) で [0, 1] 上の関数列 {fn(t)} を定義する．こ
のとき

f(t) =

{
1 (t = 1)
0 (t ∈ [0, 1))

に各点収束する．
注 各 n ∈ N に対して fn(t) は [0, 1] 上の連続関数であるが，f(t) は t = 1 で連続では
ない．したがって各点収束は連続性を保存しない．

例２ 区間 [0, 2] 上の関数列 {fn(t)} を次で定義する：

fn(t) =






n2t

(
0 ≤ t ≤ 1

n

)

2n− n2t

(
1

n
≤ t <

2

n

)

0

(
t ≥ 2

n

)

このとき {fn(t)} は [0, 2] 上 f(t) ≡ 0 に各点収束する．
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注
∫ 2

0

fn(t)dt =
2

n
× n× 1

2
= 1 (n ∈ N),

∫ 2

0

f(t)dt =

∫ 2

0

0dt = 0

よって

lim
n→∞

∫ 2

0

fn(t)dt =

∫ 2

0

lim
n→∞

fn(t)dt

は一般的に成り立たない．
定義（一様収束）! "
I ⊂ R で定義された関数列 {fn(t)} が I 上で定義された関数 f(t) に一様収束する
とは，任意の ε > 0 に対して，ある n0 ∈ N が存在して

n ≥ n0, t ∈ I ⇒ |fn(t)− f(t)| < ε

が成り立つことである．# $
注 次のように定義してもよい：

lim
n→∞

sup
t∈I

|fn(t)− f(t)| = 0

定理 1.1! "
I ⊂ R 上の関数列 {fn(t)} が I 上のある関数に I 上一様収束するための必要十分
条件は {fn(t)} は次のCauchyの条件を満たすことである：任意の ε > 0 に対し
て，ある n0 ∈ N が存在して

m,n ≥ n0, t ∈ I ⇒ |fm(t)− fn(t)| < ε

が成り立つ．# $
証明「一様収束 ⇒ Cauchyの条件」を示そう．
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• {fn(t)} は f(t) に一様収束するとし，任意に ε > 0 をとる．

• 一様収束の定義より，上の ε > 0 に対し，ある n0 ∈ N が存在して

n ≥ n0, t ∈ I ⇒ |fn(t)− f(t)| < ε

2
(1.1)

が成り立つ．

• したがって (1.1)より，m, n ≥ n0 ならば

|fm(t)− fn(t)| ≤ |fm(t)− f(t)|+ |f(t)− fn(t)| <
ε

2
+
ε

2
= ε

よって {fn(t)} はCauchyの条件を満たす．
「Cauchyの条件を満たす ⇒ 一様収束」を示そう．

• {fn(t)} はCauchyの条件を満たすとし，任意に ε > 0 をとる．

• Cauchyの条件から，ある n0 ∈ N が存在して

m,n ≥ n0, t ∈ I ⇒ |fm(t)− fn(t)| <
ε

2
(1.2)

が成り立つ．

• (1.2)は各 t ∈ I に対して，数列 {fn(t)}は RのCauchy列であることを意味する．

• R は完備なので，各 t ∈ I に対して数列 {fn(t)} は収束する．極限値を f(t) とお
こう．

• (1.2)で m → ∞ とすると

n ≥ n0, t ∈ I ⇒ |fn(t)− f(t)| ≤ ε

2
< ε

が成り立つ．

• これは {fn(t)} が f(t) に一様収束することを意味する．!

定理 1.2! "
I ⊂ R 上の連続関数列 {fn(t)} が I 上の関数 f(t) に I 上一様収束するならば f(t)
も I 上の連続関数である．# $
証明

• 各 t0 ∈ I に対して f(t) は t = t0 で連続であること，つまり，任意の ε > 0 に対
して，ある δ > 0 が存在して

|t− t0| < δ, t ∈ I ⇒ |f(t)− f(t0)| < ε

を示す．
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• ε > 0 を任意にとる．{fn(t)} は f(t) に一様収束するから，ある n0 ∈ N が存在
して

t ∈ I ⇒ |fn0(t)− f(t)| < ε

3
(1.3)

が成り立つ．これは t = t0 でも当然成り立つ．

• 次に fn0(t) は t = t0 で連続であるから，最初に定めた ε > 0 に対してある δ > 0
が存在して

|t− t0| < δ, t ∈ I ⇒ |fn0(t)− fn0(t0)| <
ε

3
(1.4)

が成り立つ．

• (1.3), (1.4) より |t− t0| < δ, t ∈ I ならば

|f(t)− f(t0)| ≤ |f(t)− fn0(t)|+ |fn0(t)− fn0(t0)|+ |fn0(t0)− f(t0)|

<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε

が成り立つ．これは f が t = t0 で連続であることを意味する．

• t0 ∈ I は任意だから f は I 上の連続関数である．!

定理 1.3! "
I = [a, b] とし，I 上の連続関数列 {fn(t)} は I 上 f(t) に一様収束するとする．こ
のとき次が成り立つ：

lim
n→∞

∫ b

a

fn(t)dt =

∫ b

a

f(t)dt

# $
目標 an =

∫ b

a fn(x)dx, a =
∫ b

a f(x)dx とおくとき lim
n→∞

an = a を示すことである．つ
まり，任意に ε > 0 をとったとき，ある n0 ∈ N が存在して

n ≥ n0 ⇒ |an − a| < ε

を示せばよい．
証明

• ε > 0 を任意にとる．{fn(t)} は f(t) に一様収束するので，ある n0 ∈ N が存在
して

n ≥ n0, t ∈ [a, b] ⇒ |fn(t)− f(t)| < ε

b− a

が成り立つ．
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• このとき n ≥ n0 ならば
∣∣∣∣
∫ b

a

fn(t)dt−
∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫ b

a

{fn(t)− f(t)}dt
∣∣∣∣

≤
∫ b

a

|fn(t)− f(t)|dt <
∫ b

a

ε

b− a
dt = ε

が成り立つ．

• これは lim
n→∞

∫ b

a

fn(t)dt =

∫ b

a

f(t)dt を意味する．!

定理 1.4! "
I = [a, b] とし，関数列 {fn(t)} は I の C1 級の関数の列で I 上 f(t) に各点収束す
るとする．また {f ′

n(t)} が I 上 g(t) に一様収束するならば f は I 上で C1 級で

f ′(t) = g(t) (t ∈ I)

が成り立つ．ただし，f ′
n, f

′ の t = a, b での値は片側微分で考える．# $
証明

• 微積分の基本定理より t ∈ [a, b] に対し

fn(t) = fn(a) +

∫ t

a

f ′
n(s)ds (1.5)

• {fn(t)} は f(t) に各点収束するので

fb(t) → f(t), fn(a) → f(a) (n → ∞)

• {f ′
n(t)} は g(t) に [a, b] 上一様収束するので定理 1.4より

lim
n→∞

∫ t

a

f ′
n(sds) =

∫ t

a

g(s)ds

• (1.5)で n → ∞ とすれば

f(t) = f(a) +

∫ t

a

g(s)ds

• g は [a, b] 上で連続であるから微積分の基本定理より

f ′(t) = g(t)

が成り立つ．!
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1.2 関数項級数
• I 上の関数列 {fn(t)} に対して，形式的な無限和

∞∑

n=1

fn(t) = f1(t) + f2(t) + · · ·+ fn(t) + · · · (1.6)

を {fn(t)} を項とする I 上の関数項級数という．
• 関数項級数 (1.6)に対して

Sn(t) =
n∑

k=1

fk(t) = f1(t) + · · ·+ fn(t)

を関数項級数 (1.6)の第 n 部分和という．

定義! "
I ⊂ R 上の関数列 {fn(t)} を項とする関数項級数

∞∑

n=1

fn(t) の第 n 部分和を Sn(t)

とする．関数列 {Sn(t)} が I 上の関数 S(t) に各点/一様収束するとき，関数項級数
∞∑

n=1

fn(t) は各点/一様収束するといい

S(t) =
∞∑

n=1

fn(t)

と表す．# $
命題 1.5! "
関数項級数

∞∑

n=1

fn(t) が I 上一様収束するための必要十分条件は，任意の ε > 0 に

対して，ある n0 ∈ N が存在して

m > n ≥ n0, t ∈ I ⇒

∣∣∣∣∣

m∑

k=n+1

fk(t)

∣∣∣∣∣ < ε

が成り立つことである．# $
証明 第 n 部分和の列 {Sn(t)} に対して定理 1.1を用いればよい．
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命題 1.6(WeierstrassのM-test)! "
I 上の関数列 {fn(t)} と実数列 {Mn} が

|fn(t)| ≤ Mn on I (1.7)

を満たすとする．もし
∞∑

n=1

Mn < ∞

ならば関数項級数
∞∑

n=1

fn(t) は I 上一様収束する．

# $
証明

• 級数
∞∑

n=1

Mn は収束するので，その第 n 部分和 sn =
n∑

k=1

Mk はCauchy列である．

• ε > 0 を任意にとる．このとき，ある n0 ∈ N が存在して

m > n ≥ n0 ⇒ |sm − sn| =
m∑

k=n+1

Mk < ε

が成り立つ．

• (1.7)より

m > n ≥ n0 ⇒

∣∣∣∣∣

m∑

k=n+1

fk(t)

∣∣∣∣∣ ≤
m∑

k=n+1

|fk(t)| ≤
m∑

k=n+1

Mk < ε

• よって命題 1.5より
∞∑

n=1

fn(t) は I 上一様収束する．!

例３
∞∑

n=1

1

n2
< ∞ であり，| sin(n2t)| ≤ 1 より

∞∑

n=1

1

n2
sin(n2t)

は R 上一様収束する．
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命題 1.7! "
I 上の連続関数列 {fn(t)} からなる関数項級数

∞∑

n=1

fn(t) が I 上一様収束するなら

ば
∞∑

n=1

fn(t) は I 上連続である．

# $
命題 1.8! "
I = [a, b] 上の連続関数列 {fn(t)} からなる関数項級数

∞∑

n=1

fn(t) が I 上一様収束す

るならば
∫ b

a

( ∞∑

n=1

fn(t)

)
dt =

∞∑

n=1

∫ b

a

fn(t)dt

が成り立つ．# $
命題 1.9! "
区間 I で C1 級の関数列 {fn(t)} において関数項級数

∞∑

n=1

fn(t) が I 上各点収束し，
∞∑

n=1

f ′
n(t) が I 上一様収束するならば次が成り立つ：

( ∞∑

n=1

fn(t)

)′

=
∞∑

n=1

f ′
n(t)

# $
1.3 関数の一様連続性

• I ⊂ R を定義域とする関数 f : I → R を考える．t0 ∈ I で連続であるとは，任意
の ε > 0 に対して，ある δ > 0 が存在して

|t− t0| < δ, t ∈ I ⇒ |f(t)− f(t0)| < ε

が成り立つことである．ここで注意するのは，関数が単に連続であるというのは，
定義域内の１点を指定して定義される概念であるため，δ は ε だけではなく，先
に指定した点 t0 にも依存して決まる．

• f が I 上一様連続であるとは，任意の ε > 0 に対して，ある δ > 0 が存在して

|t− t′| < δ, t, t′ ∈ I ⇒ |f(t)− f(t′)| < ε
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が成り立つことである．ここで重要なのは，δ は ε のみによって決まることであ
り，とにかく２点の距離さえ近ければ，関数の値も近いという性質である．

• I が有界閉区間のとき，I の各点で連続な関数は I 上で一様連続になることは解
析学では重要な事実であり，この事実のおかげで，有界閉区間上の連続関数の定
積分がいつでも存在するのである．

• この事実は高次元では次のように一般化される：K ⊂ RN を空でない有界閉集合
とし，f : K → RM を K 上の連続写像とする．このとき f は K 上一様連続で
ある．
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