
12 有界線形汎関数とRieszの表現定理・共役空間
12.1 有界線形汎関数とRieszの表現定理

• K = R or C とし，K は絶対値をノルムとするBanach空間と考える．

• X を K 上のノルム空間とし，ノルムを ‖ · ‖ とする．f : X → K が有界線形作
用素であるとき，f は X 上の有界線形汎関数であるという．

• X 上の有界線形汎関数全体 L(X,K) は X∗ とかかれ，X の共役空間というので
あった．

• X∗ のノルムは

‖f‖X∗ = inf{M > 0 : |f(x)| ≤ M‖x‖ ∀x ∈ X}

= sup
x #=o

|f(x)|
‖x‖

である．X がBanach空間でなくても X∗ はBanach空間となることに注意する．

例 X = l2 （複素数列でもOK）

• y = {yn} ∈ l2 を１つ固定し，x = {xn} ∈ l2 に対して

f(x) =
∞∑

n=1

xnyn

とすると f ∈ X∗ である．

• 実際，Schwarzの不等式より

|f(x)| =

∣∣∣∣∣

∞∑

n=1

xnyn

∣∣∣∣∣

≤
∞∑

n=1

|xn||yn|

≤
( ∞∑

n=1

|xn|2
) 1

2
( ∞∑

n=1

|yn|2
) 1

2

=

( ∞∑

n=1

|yn|2
) 1

2

‖x‖

である．

• X∗ がどのような空間であるかを知ることは，関数解析を応用するのに重要である．
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• X がHilbert空間であるとき，次のRieszの表現定理が成り立つ．
定理 12.1(Rieszの表現定理)! "
X をHilbert空間，f を X 上の有界線形汎関数とすると，ある y ∈ X がただ１つ
定まり

f(x) = (x, y) (∀x ∈ X)

が成り立つ．さらに

‖f‖X∗ = ‖y‖

が成り立つ．# $
注 つまりHilbert空間上のどんな有界線形汎関数は全て内積の形で表されるというこ
とである．
証明 Step 1：

• f ≡ 0 つまり f(x) = 0 (∀x ∈ X) の場合は y = 0 とすればよい．f &≡ 0 とする．

• N = {x ∈ X : f(x) = 0} とおく．このとき N は X の閉部分空間である．
部分空間であること

• o ∈ X は f(o) = 0 を満たす．したがって o ∈ N であるため N &= ∅ である．

• x1, x2 ∈ N とすると f(x1) = f(x2) = 0 である．したがって
f(x1 + x2) = f(x1) + f(x2) = 0 + 0 = 0

したがって x1 + x2 ∈ N である．

• α ∈ K, x ∈ N とすると f(x) = 0 より
f(αx) = αf(x) = α · 0 = 0

したがって αx ∈ N である．

• よって N は X の部分空間である．
閉集合であること

• {xn} を N の点列で x ∈ X に対して xn → x (n → ∞) in X とする．

• f(xn) = 0 (n = 1, 2, · · · ) であり f は有界線形汎関数なので連続であるから
lim
n→∞

f(xn) = f(x)

したがって f(x) = 0 つまり x ∈ N である．

• よって N は閉集合である．
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Step 2： f(x) = (x, y) となる y の存在を示す．

• f &≡ 0 より N &= X である．

• N は X の閉部分空間であるから射影定理（定理 11.3）より

X = N ⊕N⊥

が成り立つ．

• N &= X より y0 &= 0 なる y0 ∈ N⊥ が存在する．

• このとき，任意の x ∈ X に対して

f(y0)x− f(x)y0 ∈ N

である．実際

f (f(y0)x− f(x)y0) = f(f(y0)x)− f(f(x)y0) = f(y0)f(x)− f(x)f(y0) = 0

• したがって (f(y0)x− f(x)y0, y0) = 0 である．

• これを変形して

(f(y0)x, y0)− (f(x)y0, y0) = 0,

f(y0)(x, y0)− f(x)‖y0‖2 = 0

である．

• 両辺を ‖y0‖2 &= 0 で割ると

f(x) =

(
x,

f(y0)

‖y0‖2
y0

)

であるので y =
f(y0)

‖y0‖2
y0 とすればよい．

Step 3： y の一意性

• f(x) = (x, y) = (x, y′) (∀x ∈ X) とする．

• このとき

(x, y − y′) = 0 ∀x ∈ X

ここで x = y − y′ とすれば ‖y − y′‖2 = 0 となるので y = y′ を得る．
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Step 4： ‖f‖X∗ = ‖y‖ を示す．

• f(x) = (x, y) と表されるので Schwarzの不等式より

|f(x)| = |(x, y)| ≤ ‖x‖‖y‖ = ‖y‖‖x‖

であるから ‖f‖X∗ ≤ ‖y‖ である．

• 一方，|f(x)| ≤ ‖f‖X∗‖x‖ (∀x ∈ X) であり f(y) = ‖y‖2 である． y &= o である
ので

‖y‖2 ≤ ‖f‖X∗‖y‖
‖y‖ ≤ ‖f‖X∗

• y = o ならば f ≡ 0 より ‖f‖X∗ = 0 = ‖y‖ である．!

注
• y ∈ X とすると f(x) = (x, y) (x ∈ X)は f ∈ X∗ を満たす．逆に任意の f ∈ X∗

に対して Rieszの表現定理により，ある y ∈ X がただ１つ定まり

f(x) = (x, y)

と表される．

• このことにより X がHilbert空間であるとき X∗ と X との間に f とRieszの表
現定理により定める y ∈ X が１対１対応が存在する．この対応により X∗ とX
は同一視でき，同一視したもののノルムまで等しい．このことを X∗ = X あるい
は X∗ + X と表す．

12.2 補足：(lp)∗(1 ≤ p < ∞)

• 数列空間 lp の共役空間 (lp)∗ を調べてみよう．ただし 1 ≤ p < ∞ とする．

p > 1 の場合

•
1

p
+

1

q
= 1 とする．

• y = {yn} ∈ lq に対して

fy(x) =
∞∑

n=1

xnyn (x = {xn} ∈ lp) (12.1)
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とおく．Hölderの不等式より

|fy(x)| ≤
∞∑

n=1

|xnyn|

≤
( ∞∑

n=1

|xn|p
) 1

p
( ∞∑

n=1

|yn|q
) 1

q

= ‖x‖p‖y‖q

が成り立つ．ただし ‖ · ‖p, ‖ · ‖q はそれぞれ lp, lq におけるノルムを表す．

• したがって作用素ノルムの定義より

‖fy‖ ≤ ‖y‖q

が成り立つ．

• ‖f‖ ≥ ‖y‖q を示そう．‖y‖q &= 0 としてよい．

• yn = |yn|eiθn とかき

xn = |yn|q−1e−iθn

とし，x = {xn} とすると

|xn|p = |yn|p(q−1) = |yn|q (12.2)

であるから x ∈ lp である．

• このとき

fy(x) =
∞∑

n=1

xnyn

=
∞∑

n=1

|yn|q−1e−iθn |yn|eiθn

=
∞∑

n=1

|yn|q = ‖y‖qq = ‖y‖q−1
q ‖y‖q = ‖x‖p‖y‖q

(12.3)

である．ここで (12.2)より
∞∑

n=1

|xn|p =
∞∑

n=1

|yn|q, ‖x‖pp = ‖y‖qq, ‖x‖p = ‖y‖q−1
q

であることを用いた．
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• (12.3)より

‖y‖q ≤
|fy(x)|
‖x‖p

≤ ‖f‖

よって示された．

• 最後に，任意の f ∈ (lp)∗ は (12.1)の形に表されることを示そう．

• en を第 n 項が 1でその他の項が 0である数列とする．このとき en ∈ lp である．

• また，任意の x = {xn} ∈ lp に対して

x =
∞∑

n=1

xnen = lim
n→∞

n∑

k=1

xkek

である．実際
∥∥∥∥∥x−

n∑

k=1

xkek

∥∥∥∥∥

p

p

=
∞∑

k=n+1

|xk|p → 0 (as n → ∞)

である．

• f ∈ (lp)∗ を任意にとり，f(en) = yn ∈ C とおき，y = {yn} とすると

◦ f(x) = fy(x) =
∞∑

n=1

xnyn (∀x = {xn} ∈ lp)

◦ y ∈ lq

を示せばよい．

• x = lim
n→∞

n∑

k=1

xkek (x = {xn} ∈ lp)) で f は連続であるから

f(x) = lim
n→∞

f

(
n∑

k=1

xkek

)
= lim

n→∞

n∑

k=1

xkf(ek) =
∞∑

n=1

xnyn

である．

• y ∈ lq を示そう．

• f = 0 ならば x = en (n = 1, 2, · · · ) とすることにより y = o であるので f &= 0

とする．このとき y &= o である（y = o ⇒ f(x) =
∞∑

n=1

xn0 = 0 (∀x = {xn} ∈ lp)

となってしまう）．
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• yk = |yk|eiθk として

xn =
n∑

k=1

|yk|q−1e−iθkek

とする．このとき任意の n ∈ N に対して

f(xn) =
n∑

k=1

|yn|q−1e−iθkf(ek) =
n∑

k=1

|yk|q (12.4)

が成り立つ．

• 一方 |f(xn)| ≤ ‖f‖‖xn‖p で

‖xn‖p =
(

n∑

k=1

|yk|p(q−1)

) 1
p

=

(
n∑

k=1

|yk|q
) 1

p

である．

• (12.4)より

n∑

k=1

|yk|q ≤ ‖f‖
(

n∑

k=1

|yk|q
) 1

p

• n を十分大きくとれば
n∑

k=1

|yk|q &= 0 であるので両辺を
(

n∑

k=1

|yk|q
) 1

p

で割ると

1

p
+

1

q
= 1 より

(
n∑

k=1

|yk|q
) 1

q

≤ ‖f‖

が成り立つ．

• n は任意だから n → ∞ として
∞∑

k=1

|yk|q < ∞

つまり y ∈ lq である．

• このような y は f に対してただ１つであることも明らかである（en (n = 1, 2, · · · )
の像 f(en) を考えよ．）
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• 以上まとめると，p > 1 のとき 1

p
+

1

q
= 1 とすると

f ∈ (lp)∗ ⇔

ただ１つの y = {yn} ∈ lq が存在して

f(x) =
∞∑

n=1

xnyn (x = {xn} ∈ lp)

‖f‖ = ‖y‖q が成り立つ

(12.5)

p = 1 の場合
• y = {yn} ∈ l∞ に対して

fy(x) =
∞∑

n=1

xnyn (x = {xn} ∈ l1)

とすると fy ∈ (l1)∗ であり ‖fy‖ = ‖y‖∞ が成り立つことを示す．

• 実際 y = {yn} ∈ l∞ とし fy(x) を上のように定義すると

|fy(x)| =

∣∣∣∣∣

∞∑

n=1

xnyn

∣∣∣∣∣

≤
∞∑

n=1

|xn||yn| ≤ ‖y‖∞
∞∑

n=1

|xn| = ‖y‖∞‖x‖1

である．ただし ‖y‖∞ =
∑

n

|yn| である．したがって ‖fy‖ ≤ ‖y‖∞ である．

• ‖fy‖ ≥ ‖y‖∞ を示す．任意に ε > 0 をとる．sup の定義より

|yn| > ‖y‖∞ − ε

となる n ∈ N が存在する．

• この n に対して en（第 n 項が 1で他が 0である数列）を考えると en ∈ l1 で

f(en) = yn

• よって

‖y‖∞ − ε ≤ |yn| = |fy(en)| ≤ ‖fy‖‖e‖1 = ‖f‖

• ε > 0 は任意より ‖fy‖ ≥ ‖y‖∞ が成り立つ．以上より ‖fy‖ = ‖y‖∞ を得る．
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• 最後に，任意の f ∈ (l1)∗ に対して，次を満たす y = {yn} ∈ l∞ がただ１つ存在
することを示す：

f(x) =
∞∑

n=1

xnyn (x = {xn} ∈ l1)

• f ∈ (l1)∗ を任意にとる．

• まず p > 1 の場合と同様に，任意の x = {xn} ∈ lp に対して

x =
∞∑

n=1

xnen = lim
n→∞

n∑

k=1

xkek

である．

• f(en) = yn ∈ C とおき，y = {yn} とすると

◦ f(x) = fy(x) =
∞∑

n=1

xnyn (∀x = {xn} ∈ l1)

◦ y ∈ l∞

を示せばよい．

• x = lim
n→∞

n∑

k=1

xkek (x = {xn} ∈ l1)) で f は連続であるから

f(x) = lim
n→∞

f

(
n∑

k=1

xkek

)
= lim

n→∞

n∑

k=1

xkf(ek) =
∞∑

n=1

xnyn

である．

• y ∈ l∞ を示そう．実際

|yn| = |f(en)| ≤ ‖f‖‖en‖1 = ‖f‖ (∀n ∈ N)

したがって y = {yn} ∈ l∞ である．

• 以上より p = 1 のときも (12.5)が q = ∞ として成り立つことが示された．

• 以上まとめておこう．
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定理 12.2! "
p が 1 ≤ p < ∞ を満たすとき，任意の f ∈ (lp)∗ に対して，ある y = {yn} ∈ lq が
ただ１つ存在して

f(x) =
∞∑

n=1

xnyn x = {xn} ∈ lp

と表される．ただし 1

p
+

1

q
= 1 で p = 1 のとき q = ∞ とする．さらに

‖f‖ = ‖y‖q

が成り立つ．# $
注

• 上の定理により p ≥ 1のとき (lp)∗ + lq と考えることができる，ただし 1

p
+
1

q
= 1

である．

• (l∞)∗ + l1 ではない

• 1 < p < ∞であれば 1

p
+
1

q
= 1なる q も 1 < q < ∞である．このとき (lp)∗ + lq

である．また (lq)∗ + lp である．このことから ((lp)∗)∗ + lp と考えることがで
きる．

• 一般に Banach空間 X の共役空間 X∗ の共役空間 (X∗)∗ は X∗∗ とかかれ X の第
２共役空間という．X∗∗ + X となるとき Banach空間 X は回帰的 Banach空
間であるという．
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