
11 直交性・射影定理
11.1 直交性

• 内積 (·, ·) をもつ内積空間 X を考える．x, y ∈ X が (x, y) = 0 をみたすとき，x
は y は直交するといい，x ⊥ y と表す（平面・空間ベクトルの場合と異なり x = o
あるいは y = o でもいい）．

• A, B ⊂ X (A,B $= ∅) が

(x, y) = 0 (∀x ∈ A, ∀y ∈ B)

を満たすとき A ⊥ Bと表す．A = {x} のときは {x} ⊥ B は単に x ⊥ B と表す．

• (x, y) = 0 ⇒ ‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 が成り立つ（三平方の定理）．実際

‖x+ y‖2 = (x+ y, x+ y) = ‖x‖2 + (x, y) + (y, x) + ‖y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2

注 三平方の定理の逆は複素内積空間では成り立たない．‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2
⇒ Re(x, y) = 0 のみがでる．

• L ⊂ X (L $= ∅) に対して

L⊥ = {x ∈ X | (x, y) = 0 (∀y ∈ L)}

とおく．

命題 11.1! "
X が内積 (·, ·) をもつ内積空間，L ⊂ X (L $= ∅) とする．このとき L⊥ は X の閉
部分空間である．# $
証明 部分空間であること

• o ∈ X はすべての y ∈ L に対して (o, y) = 0 をみたす（Schwartzの不等式）ので
o ∈ L⊥ つまり L⊥ $= ∅ である．

• x1, x2 ∈ L⊥ とすると

(x1, y) = 0 (∀y ∈ L), (x2, y) = 0 (∀y ∈ L)

したがって，任意の y ∈ L に対して

(x1 + x2, y) = (x1, y) + (x2, y) = 0 + 0 = 0

したがって x1 + x2 ∈ L⊥ である．
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• x ∈ L⊥, α ∈ C とすると

(x, y) = 0 (∀y ∈ L)

したがって任意の y ∈ L に対して

(αx, y) = α(x, y) = 0

したがって αx ∈ L⊥ である．以上で L⊥ は部分空間であることが示された．
閉集合であること

• {xn} を L⊥ の点列で，ある x ∈ X に対して xn → x (n → ∞) in X とする．こ
のとき x ∈ L⊥ であることを示せばよい．

• xn ∈ L⊥ (n = 1, 2, · · · ) であるから，任意の y ∈ L に対して

(xn, y) = 0 (n = 1, 2, · · · )

• 一方，xn → x (n → ∞) in X より命題 10.5から

(xn, y) → (x, y) (n → ∞)

したがって (x, y) = 0 が成り立つ．

• y ∈ L は任意なので x ∈ L⊥ である．!

命題 11.2! "
X を内積空間とする．

(i) L ⊂ X (L $= ∅) とする．このとき

x ∈ L ∩ L⊥ ⇒ x = o

(ii) L1 ⊂ L2 ⊂ X (L1 $= ∅) ⇒ L⊥
1 ⊃ L⊥

2

(iii) L ⊂ X (L $= ∅)：L ⊂ (L⊥)⊥# $
証明
(i) x ∈ L ∩ L⊥ とする．x ∈ L⊥ より (x, y) = 0 (∀y ∈ L) である．ところが x ∈ L で
もあるので (x, x) = 0 つまり x = o である．

(ii) x ∈ L⊥
2 を任意にとる．このとき

(x, y) = 0 (∀y ∈ L2)

である．ここで L1 ⊂ L2 より上の等式は任意の y ∈ L1 に対しても成り立つ．よっ
て x ∈ L⊥

1 である．

130



(iii) x ∈ L を任意にとる．このとき

(x, y) = 0 ∀y ∈ L⊥

である（そもそも (x, y) = 0 (∀x ∈ L, ∀y ∈ L⊥）．したがって x ∈ (L⊥)⊥ である．
!

11.2 射影定理
• この節では以降 X は内積 (·, ·) をもつHilbert空間とする．

定理 11.3（射影定理）! "
X をHilbert空間，L ⊂ X を閉部分空間とする．このとき，任意の x ∈ X は

x = y + z (y ∈ L, z ∈ L⊥)

とただ１通りに表される．
このとき x ∈ X に対して上で定まる y ∈ L を対応させる作用素を L への正射影あ
るいは直交射影といい，PL と表す：y = PLx# $
補題 11.4! "
X をHilbert空間，L ⊂ X を閉部分空間とする．任意の x ∈ X に対して

δ = inf
y∈L

‖x− y‖

とおくと

δ = ‖x− x∗‖

をみたす x∗ ∈ L がただ１つ存在する．# $
証明

• x ∈ X を任意に固定する．

• inf の定義から，各 n ∈ N に対して

δ ≤ ‖x− xn‖ < δ +
1

n

なる xn ∈ L が存在する．

• 中線定理（定理 10.3）より，m, n ∈ N に対して

‖(x− xn) + (x− xm)‖2 + ‖(x− xn)− (x− xm)‖2 = 2(‖x− xn‖2 + ‖x− xm‖2)
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• 書き換えると

‖2x− (xn + xm)‖2 + ‖xm − xn‖2 = 2(‖x− xn‖2 + ‖x− xm‖2)
‖xm − xn‖2 = 2(‖x− xn‖2 + ‖x− xm‖2)− ‖2x− (xn + xm)‖2 (11.1)

• ここで L は閉部分空間で，xn, xm ∈ L であるから xn + xm

2
∈ L である．した

がって inf の定義から

δ2 ≤
∥∥∥∥x− xn + xm

2

∥∥∥∥
2

つまり 4δ2 ≤ ‖2x− (xn + xm)‖2 である．

• (11.1)より

‖xm − xn‖2 ≤ 2(‖x− xn‖2 + ‖x− xm‖2)− 4δ2 (11.2)

• lim
n→∞

‖x−xn‖2 = δ2, lim
m→∞

‖xm−x‖2 = δ2 より，任意の ε > 0に対してある n0 ∈ N
が存在して

n ≥ n0 ⇒ (δ2 ≤)‖x− xn‖2 < δ2 +
ε2

4

が成り立つ．

• したがって (11.2)より

m,n ≥ n0 ⇒ ‖xm − xn‖ < ε

が成り立つ．つまり {xn} は X のCauchy列である．

• X は完備なので，ある x∗ ∈ X が存在して x∗ = lim
n→∞

xn である．

• {xn} は L の点列で L は閉集合（閉部分空間）であるから x∗ ∈ L である．した
がって

‖x− x∗‖ = lim
n→∞

‖x− xn‖ = δ

である．よって x∗ の存在が示された．

• 一意性を示そう．x∗, y∗ ∈ L が

‖x− x∗‖ = ‖x− y∗‖ = inf
y∈L

‖x− y‖ = δ
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をみたすとすると中線定理より

‖(x− x∗) + (x− y∗)‖2 + ‖(x− x∗)− (x− y∗)‖2 = 2(‖x− x∗‖2 + ‖x− y∗‖2) = 4δ2

よって

‖x∗ − y∗‖2 = 4δ2 − ‖(x− x∗) + (x− y∗)‖2

= 4δ2 − 4

∥∥∥∥x− x∗ + y∗

2

∥∥∥∥
2

≤ 4δ2 − 4δ2 = 0

（(x∗ + y∗)/2 ∈ L より δ2 ≤
∥∥x− x∗+y∗

2

∥∥2 である）．

• したがって x∗ = y∗ である．!

定理 11.3の証明
• まず，分解の一意性を示そう．

x = y + z = y′ + z′ (y, y′ ∈ L, z, z′ ∈ L⊥)

とすると

L / y − y′ = z′ − z ∈ L⊥

であるので y − y′ ∈ L ∩ L⊥, z′ − z ∈ L ∩ L⊥ である．したがって命題 11.2(i)よ
り y − y′ = o, z′ − z = o つまり y = y′, z = z′ が成り立つ．

• 次に分解できることを示そう．x ∈ X を任意にとる．

• 補題 11.4より，ある x∗ ∈ L が存在して

‖x− x∗‖ = inf
y∈L

‖x− y‖

が成り立つ．

• x− x∗ ∈ L⊥ であることを示せばよい．そのためには

(x− x∗, y) = 0 ∀y ∈ L

を示せばよい．

• y ∈ L を任意にとり，α = (x− x∗, y) ∈ C とおく．また

φ(t) = ‖x− (x∗ + tαy)‖2 t ∈ R

とおく． α = (x− x∗, y) $= 0 とする．
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• 計算により

‖x− (x∗ + tαy)‖2

=(x− x∗ − tαy, x− x∗ − tαy)

=(x− x∗, x− x∗)− (x− x∗, tαy)− (tαy, x− x∗) + (tαy, tαy)

=‖x− x∗‖2 − tα(x− x∗, y)− tα(y, x− x∗) + t2|α|2‖y‖2

=‖x− x∗‖2 − 2tReα(y, x− x∗) + t2|α|2‖y‖2

• φ(t) は t = 0 で最小値をとるので φ′(0) = 0 である．

• 一方

φ′(t) = −α(x− x∗, y)− α(x− x∗, y) + 2t|α|2‖y‖2,
φ′(0) = −α(x− x∗, y)− α(x− x∗, y) = −2|(x− x∗, y)|2

したがって (x−x∗, y) = 0 = αであるがこれは矛盾である．したがって (x−x∗, y) =
0 である．以上で示された．!

• 定理 11.3の結果は

X = L⊕ L⊥

とかかれる．この ⊕ について説明しておこう．

• Hilbert空間 X の部分空間 L1, L2 に対して L1 ⊥ L2 が成り立つとき

{x+ y | x ∈ L1, y ∈ L2}

を L1⊕L2 と表す．つまり，L1 のベクトルと L2 のベクトルの話として（L1 ⊥ L2

なので一意的に）表される X のベクトル全体を L1 ⊕ L2 と表す．

命題 11.5! "
X をHilbert空間，L ⊂ X を閉部分空間とする．このとき (L⊥)⊥ = L が成り立つ．# $
証明

• L ⊂ (L⊥)⊥ は命題 11.2(iii)で示した．

• (L⊥)⊥ ⊂ L を示す．そのために x ∈ (L⊥)⊥ を任意にとる．

• このとき

(x,w) = 0 (∀w ∈ L⊥) (11.3)

が成り立つ．
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• 射影定理（定理 11.3）より x = y + z (y ∈ L, z ∈ L⊥)と表される．

• z ∈ L⊥ より (11.3)より (x, z) = 0 である．したがって

0 = (x, z) = (y + z, z) = (y, z) + (z, z) = ‖z‖2 ((y, z) = 0 に注意)

したがって z = o で x = y ∈ Lである．

• 以上より (L⊥)⊥ ⊂ L が示された．!

• L がHilbert空間 X の閉部分空間であるとき，L⊥ を L の直交補空間という．

11.3 補足：補題11.4について
• 補題 11.4は L が閉部分空間でなくても閉凸集合であれば成り立つ．

定義! "
X をベクトル空間とする．L ⊂ X(L $= ∅) が凸集合であるとは

x, y ∈ L ⇒ tx+ (1− t)y ∈ L (∀t ∈ [0, 1])

が成り立つことである．# $
• つまり任意の２点 x, y ∈ L に対して x と y を結ぶ線分が L に含まれることを
いう．

• 補題 11.4は次のように述べられる．

命題 11.6! "
X をHilbert空間，L ⊂ X を閉凸集合であるとする．このとき任意の x ∈ X に対
して

δ = inf
y∈L

‖x− y‖

とおくと

δ = ‖x− x∗‖

を満たす x∗ ∈ L がただ１つ存在する．さらに x∗ ∈ L は次の性質をみたす点とし
て特徴付けられる：

Re(x− x∗, y − x∗) ≤ 0 (∀y ∈ L) (11.4)# $
注 実Hilbert空間であれば (x− x∗, y− x∗) ≤ 0 (∀y ∈ L) を満たす x∗ として特徴付け
られる．
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証明
• ‖x−x∗‖ = inf

y∈L
‖x−y‖を満たす x∗ の存在と一意性は補題 11.4と全く同じである．

その中で xm + xn

2
∈ L は L が凸集合であることから成り立つことに注意する．

• x∗ の特徴づけについて示そう．任意に y ∈ L をとり
φ(t) = ‖x− {(1− t)x∗ + ty}‖2 t ∈ [0, 1]

とおく．L は凸集合であるから (1− t)x∗ + ty ∈ L (∀t ∈ [0, 1]) であることに注意
する．

• φ は t = 0 で最小値をとる．φ(t) を計算すると
φ(t) = ‖x− {(1− t)x∗ + ty}‖2

= ‖x− {x∗ + t(y − x∗)}‖2

= ‖x− x∗ − t(y − x∗)‖2

= (x− x∗ − t(y − x∗), x− x∗ − t(y − x∗))

= ‖x− x∗‖2 − (x− x∗, t(y − x∗))− (t(y − x∗), x− x∗) + (t(y − x∗), t(y − x∗))

= ‖x− x∗‖2 − t(x− x∗, y − x∗)− t(y − x∗, x− x∗) + t2‖y − x∗‖2

= ‖x− x∗‖2 − t(x− x∗, y − x∗)− t(x− x∗, y − x∗) + t2‖y − x∗‖2

= ‖x− x∗‖2 − 2tRe(x− x∗, y − x∗) + t2‖y − x∗‖2

• ここで φ(t) > φ(0) つまり φ(t)− φ(0) > 0 (t ∈ (0, 1]) より
‖x− x∗‖2 − 2tRe(x− x∗, y − x∗) + t2‖y − x∗‖2 > ‖x− x∗‖2

− 2tRe(x− x∗, y − x∗) + t2‖y − x∗‖2 > 0

が成り立つ．

• この式の両辺を t > 0 で割り，t ↓ 0 とすることにより
Re(x− x∗, y − x∗) ≤ 0

が成り立つ．したがって (11.4)が成り立つ．
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• 逆に x∗ ∈ L が (11.4)が成り立つとする．このとき任意の y ∈ L に対して

‖x− y‖2 = ‖(x− x∗)− (y − x∗)‖2

= ((x− x∗)− (y − x∗), (x− x∗)− (y − x∗))

= ‖x− x∗‖2 − (x− x∗, y − x∗)− (y − x∗, x− x∗) + ‖y − x∗‖2

= ‖x− x∗‖2 − 2Re(x− x∗, y − x∗) + ‖y − x∗‖2

≥ ‖x− x∗‖2 (∵ (11.4))

したがって x∗ は ‖x− x∗‖ = inf
y∈L

‖x− y‖ を満たす．!
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