
10 内積空間・Hilbert空間
10.1 内積空間

• RN の２つのベクトル

x = t(x1, · · · , xN), y = t(y1, · · · , yN)

に対して内積は空間ベクトルのときと同様に

x · y =
N∑

i=1

xiyi

と定義される．この節では内積を一般のベクトル空間，特に無限次元の空間にま
で拡張する．

• ここでは X を C 上のベクトル空間とする．

定義! "
X を C 上のベクトル空間とする．x, y ∈ X に対して，１つの複素数 (x, y) が対応
して，次の (IP1), (IP2), (IP3) を満たすとき (·, ·) を内積という：
(IP1) (x, x) ≥ 0 (∀x ∈ X) であり

(x, x) = 0 ⇔ x = o

(IP2) (x, y) = (y, x) (∀x, y ∈ X)

(IP3) (x1 + x2, y) = (x1, y) + (x2, y) (∀x1, x2, y ∈ X)

(αx, y) = α(x, y) (∀x, y ∈ X, ∀α ∈ C)

内積が定義されたベクトル空間を内積空間あるいは pre-Hilbert空間という．# $
• (·, ·) が X の内積であるとき

(x, y1 + y2) = (x, y1) + (x, y2) (∀x, y1, y2 ∈ X)

(x,αy) = α(x, y) (∀x, y ∈ X, ∀α ∈ C)
(10.1)

が成り立つ．実際

(x, y1 + y2) = (y1 + y2, x) = (y1, x) + (y2, x)

= (y1, x) + (y2, x)

= (x, y1) + (x, y2)

(x,αy) = (αy, x) = α(y, x) = α(y, x) = α(x, y)
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• X が R 上のベクトル空間であるとき (IP2)は

(x, y) = (y, x) (∀x, y ∈ X)

となり (10.1)は

(x,αy) = α(x, y) (∀x, y ∈ X, ∀α ∈ R)

となる．

• X を C 上のベクトル空間とするとき，任意の x ∈ X に対して (x, x) ≥ 0 である
ので

‖x‖ =
√
(x, x)

とおく．‖x‖ がノルムの条件 (N1), (N2), (N3)を満たすことをみよう．

(N1) ‖x‖ ≥ 0 は明らか．また，(IP1)より

‖x‖ = 0 ⇔ (x, x) = 0 ⇔ x = o

である．

(N2) x ∈ X, α ∈ C に対して (IP3), (10.1)より

(αx,αx) = α(x,αx) = αα(x, x) = |α|2(x, x)

であるので

‖αx‖2 = (αx,αx) = |α|2(x, x) = |α|2‖x‖2

∴ ‖αx‖ = |α|‖x‖

• (N3)を示すには次の Schwartzの不等式が必要である．

命題 10.1(Schwartzの不等式)! "
X を C 上のベクトル空間，(·, ·) を内積とする．このとき ‖x‖ =

√
(x, x) と定義す

ると

|(x, y)| ≤ ‖x‖‖y‖

が成り立つ．# $
（‖x‖ は (N3)を満たすことがまだ示されていないため現時点ではノルムとはよべない．）
証明

• (x, y) = 0 のときは明らかなので (x, y) &= 0 とする．このとき x &= o かつ y &= o
であることに注意する．
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• 任意の α ∈ C に対して (x+ αy, x+ αy) ≥ 0 である．一方

(x+ αy, x+ αy) = (x, x+ αy) + (αy, x+ αy)

= (x.x) + (x,αy) + (αy, x) + (αy,αy)

= (x, x) + α(x, y) + α(y, x) + |α|2(y, y)
= ‖x‖2 + α(x, y) + α(x, y) + |α|2‖y‖2

• したがって

‖x‖2 + α(x, y) + α(x, y) + |α|2‖y‖2 ≥ 0

である．

• ここで α = −(x, y)

‖y‖2 とおくと（y &= o に注意）

‖x‖2 − |(x, y)|2

‖y‖2 − |(x, y)|2

‖y‖2 +
|(x, y)|2

‖y‖4 ‖y‖2 ≥ 0

• これより |(x, y)| ≤ ‖x‖‖y‖ が得られる．"

• (N3)が成り立つことを示そう．Schwartzの不等式より

‖x+ y‖2 = (x+ y, x+ y)

= (x, x) + (x, y) + (y, x) + (y, y)

= ‖x‖2 + (x, y) + (x, y) + ‖y‖2

= ‖x‖2 + 2Re(x, y) + ‖y‖2

≤ ‖x‖2 + 2|(x, y)|+ ‖y‖2

≤ ‖x‖2 + 2‖x‖‖y‖+ ‖y‖2 = (‖x‖+ ‖y‖)2

よって ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ が成り立つ．

• まとめておこう．

定理 10.2! "
内積 (·, ·) が定義された内積空間 X は

‖x‖ =
√

(x, x) (x ∈ X) (10.2)

と定義することにより ‖x‖ は X のノルムとなり，X はノルム空間である．# $
• 内積空間では初等幾何における中線定理が成り立つ．
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定理 10.3（中線定理）! "
X を内積空間，‖ · ‖ を内積から (10.2)で定義されるノルムとする．このとき

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2(‖x‖2 + ‖y‖2) (∀x, y ∈ X)

が成り立つ．# $
証明

‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + (x, y) + (y, x) + ‖y‖2

‖x− y‖2 = ‖x‖2 − (x, y)− (y, x) + ‖y‖2

より明らかである．"

• ノルムから内積を表すこともできる．まず

‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + (x, y) + (y, x) + ‖y‖2

‖x− y‖2 = ‖x‖2 − (x, y)− (y, x) + ‖y‖2

∴ ‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2 = 2(x, y) + 2(y, x) (10.3)

• 次に

‖x+ iy‖2 = (x+ iy, x+ iy) = ‖x‖2 + i(x, y) + i(y, x) + |i|2‖y‖2

= ‖x‖2 − i(x, y) + i(y, x) + ‖y‖2

‖x− iy‖2 = (x− iy, x− iy) = ‖x‖2 − i(x, y)− i(y, x) + |i|2‖y‖2

= ‖x‖2 + (x, y)− i(y, x) + ‖y‖2

∴ ‖x+ iy‖2 − ‖x− iy‖2 = −2i(x, y) + 2i(y, x) (10.4)

• したがって (10.3), (10.4)より

(x, y) =
1

4

(
‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2

)
− 1

4i

(
‖x+ iy‖2 − ‖x− iy‖2

)

=

∥∥∥∥
x+ y

2

∥∥∥∥
2

−
∥∥∥∥
x− y

2

∥∥∥∥
2

+ i

(∥∥∥∥
x+ iy

2

∥∥∥∥
2

−
∥∥∥∥
x− iy

2

∥∥∥∥
2
)

• 実はノルム空間が内積空間になるかという問題については次のことが知られて
いる．
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定理 10.4! "
X を ‖ · ‖ をノルムとする C 上のノルム空間とする．このノルムが中線定理

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2(‖x‖2 + ‖y‖2) (∀x, y ∈ X)

を満たすならば

(x, y) =

∥∥∥∥
x+ y

2

∥∥∥∥
2

−
∥∥∥∥
x− y

2

∥∥∥∥
2

+ i

(∥∥∥∥
x+ iy

2

∥∥∥∥
2

−
∥∥∥∥
x− iy

2

∥∥∥∥
2
)

と定義すると (·, ·) は X の内積となる．つまり X は内積空間となる．# $
注 X が R 上のノルム空間であるときは

(x, y) =

∥∥∥∥
x+ y

2

∥∥∥∥
2

−
∥∥∥∥
x− y

2

∥∥∥∥
2

である．
この定理の証明については省略する．

• 内積空間はノルム空間であるのでそのノルムを用いて点列の収束が定義できる．

命題 10.5! "
X を (·, ·) を内積とする内積空間とする．{xn}, {yn} を X の点列で

xn → x, yn → y (n → ∞) in X

を満たすならば

(xn, yn) → (x, y) (n → ∞) in C# $
証明

• (xn, yn)− (x, y) = (xn − x, yn − y) + (xn − x, y) + (x, yn − y) より

|(xn, yn)− (x, y)| ≤ |(xn − x, yn − y)|+ |(xn − x, y)|+ |(x, yn − y)|

• Schwartzの不等式より

|(xn − x, yn − y)| ≤ ‖xn − x‖‖yn − y‖ → 0 (n → ∞)

|(xn − x, y)| ≤ ‖xn − x‖‖y‖ → 0 (n → ∞)

|(x, yn − y)| ≤ ‖x‖‖yn − y‖ → 0 (n → ∞)

• したがって lim
n→∞

(xn, yn) = (x, y) が成り立つ．"

126



10.2 Hilbert空間
定義! "
X が内積 (·, ·) をもつ内積空間とする．内積から (10.2)で定義されるノルムについ
てノルム空間となる．このノルム空間が完備であるときX はHilbert空間という．
X が C 上のベクトル空間であるときは複素Hilbert空間，X が R 上のベクトル
空間であるときは実Hilbert空間という．# $
• Hilbert空間の例を述べよう．

例１ CN

x = t(x1, · · · , xN), y = t(y1, · · · , yN) ∈ CN

に対し

(x, y) =
N∑

i=1

xiyi

と定義すると CN はHilbert空間である．

例２ l2 （複素数列）
∞∑

n=1

|xn|2 < ∞

となる複素数列 {xn} 全体を l2 とすると l2 は C 上のベクトル空間となる．x = {xn},
y = {yn} ∈ l2 に対して

(x, y) =
∞∑

n=1

xnyn

と定義すると l2 はHilbert空間である．

例３ L2(Ω)

• (Ω,F , µ) を測度空間（8節の補足参照）とし，Ω で定義された実数値 µ-可則関
数 f で

∫

Ω

|f(x)|2dx < ∞ (ただし積分は Lebesgue積分)

を満たすもの全体を L2(Ω) とかいた．ただし f = g a.e. となる２つの関数は同
一視する．
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• このとき

(f, g) =

∫

Ω

f(x)g(x)dx

と定義すると (f, g) は内積となり，L2(Ω) はHilbert空間となる．
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