
9 有界線形作用素・有界線形汎関数
9.1 線形作用素

• X, Y をベクトル空間，D ⊂ X とする．各 x ∈ D に対して y ∈ Y を対応させる
写像を D から Y への作用素といい，T (x) を Tx と書く．

• このとき D = D(T ) とかき，T の定義域，
R(T ) = {y ∈ Y : ∃x ∈ D, y = Tx}

を T の値域という．

定義! "
X, Y を K 上のベクトル空間，D ⊂ X を部分空間とする．D から Y への作用素 T
が

T (x1 + x2) = Tx1 + Tx2 (x1, x2 ∈ D),

T (αx1) = αTx1 (α ∈ K, x1 ∈ D)

を満たすとき，T を D から Y への線形作用素という．# $
• T が X の部分空間 D から Y への線形作用素であるとき

N(T ) = {x ∈ X : Tx = o(= oY )}, R(T )

はそれぞれ X, Y の部分空間である．oY は Y の零ベクトルである．

• 同じく T が X の部分空間 D から Y への線形作用素であるとき To = o であ
る．より詳しくは ToX = oY である（oX は X の零ベクトル，oY は Y の零ベク
トル）．

9.2 有界線形作用素
• 以後，本資料では D(T ) = X である線形作用素，つまり X から Y への線形作
用素を扱う．

定義（有界線形作用素）! "
(X, ‖ · ‖X), (Y, ‖ · ‖Y ) をノルム空間とし，T : X → Y を線形作用素とする．ある
M > 0 が存在して

‖Tx‖Y ≤ M‖x‖X (x ∈ X)

が成り立つとき，T は有界であるといい，T を有界線形作用素という．# $
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• T : X → Y を線形作用素とするとき，T が x0 ∈ X で連続であるとは点列を用い
れば

◦ {xn} を xn → x (n → ∞) なる X の任意の点列とすると Txn → Tx0

(n → ∞) が Y で成り立つこと

であった．ε− δ 式に述べると

◦ 任意の ε > 0 に対し，ある δ > 0 が存在して

‖x− x0‖ < δ ⇒ ‖Tx− Tx0‖ < ε

が成り立つこと

である．

• 線形作用素の有界性と連続性について次が成り立つ．

命題 9.1! "
(X, ‖ · ‖X), (Y, ‖ · ‖Y ) をノルム空間とし，T : X → Y を線形作用素とする．このと
き次の３条件は同値である：

(i) T は有界である．

(ii) T は任意の x0 ∈ X で連続である．

(iii) T は o ∈ X で連続である．# $
証明 (i)⇒(ii), (ii)⇒(iii), (iii)⇒(i)を示せばよい．

(i)⇒(ii)：

• T は有界であるから，ある M > 0 が存在して

‖Tx‖Y ≤ M‖x‖X (x ∈ X) (9.1)

が成り立つ．

• (9.1)で x を x− x0 とすれば T (x− x0) = Tx− Tx0 より

‖Tx− Tx0‖Y ≤ M‖x− x0‖X

を得る．これより T は x0 で連続である．

(ii)⇒(iii)：明らかである．
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(iii)⇒(i)：

• To = o で T は o ∈ X で連続であるから，ε = 1 に対して，ある δ > 0 が存在
して

‖x‖X < δ ⇒ ‖Tx‖Y < 1 (9.2)

が成り立つ．

• 任意の x ∈ X (x *= o) に対して x̃ =
δ

2‖x‖X
x とおけば ‖x̃‖X =

δ

2
< δ より (9.2)

から ‖T x̃‖Y < 1 が成り立つ．

• 一方

‖T x̃‖Y =

∥∥∥∥T
(

δ

2‖x‖x
)∥∥∥∥

Y

=
δ

2‖x‖X
‖Tx‖Y

であるので，
δ

2‖x‖X
‖Tx‖Y < 1 つまり ‖Tx‖Y ≤ 2

δ
‖x‖X

が成り立つ．x = o のときも上の不等式は成り立つので T は有界である．!

• (X, ‖ · ‖X), (Y, ‖ · ‖Y ) をノルム空間とするとき，X から Y への有界線形作用素
全体を L(X,Y ) とかく．X = Y のとき L(X,X) を L(X) とかく．

9.3 作用素ノルム
• 以後 (X, ‖ · ‖X), (Y, ‖ · ‖Y ), (Z, ‖ · ‖Z) をノルム空間とする．

• T ∈ L(X,Y ) であるとき，ある M > 0 が存在して

‖Tx‖Y ≤ M‖x‖X (∀x ∈ X) (9.3)

が成り立つのであった．

定義! "
T ∈ L(X,Y ) に対して (9.3)が成り立つような M > 0 の下限（M > 0 だから下に
有界）つまり

inf{M > 0 : ‖Tx‖Y ≤ M‖x‖X (∀x ∈ X)}

を T の作用素ノルムあるいは単にノルムといい，‖T‖L(X,Y ) あるいは単に ‖T‖ と
かく．# $
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• 作用素ノルムの定義において inf は min とできる，つまり

‖Tx‖Y ≤ ‖T‖‖x‖X (∀x ∈ X) (9.4)

を満たす．

• 実際，inf の定義から，任意の n ∈ N に対して

‖T‖ < Mn < ‖T‖+ 1

n

なる Mn ∈ {M : ‖Tx‖Y ≤ M‖x‖X (∀x ∈ X)} が存在する．

• このとき，x ∈ X を任意に固定すると，任意の n ∈ N に対して

‖Tx‖Y ≤ Mn‖x‖X

である．n → ∞ とすると Mn → ‖T‖ であるから

‖Tx‖Y ≤ ‖T‖‖x‖X

を得る．x ∈ X は任意なので (9.4)が成り立つ．

命題 9.2! "
‖T‖ = sup

‖x‖X=1
‖Tx‖Y = sup

‖x‖X≤1
‖Tx‖Y = sup

x %=o

‖Tx‖Y
‖x‖X

が成り立つ．# $
証明

• 最初の等式のみ示す．

• x ∈ X を ‖x‖X = 1なる任意のベクトルとすると (9.4)より ‖Tx‖Y ≤ ‖T‖‖x‖X =
‖T‖ であるので

sup
‖x‖X=1

‖Tx‖Y ≤ ‖T‖

を得る．

• 逆の不等式を示す．M0 = sup
‖x‖X=1

‖Tx‖Y とおく．

• x *= o なる任意の x ∈ X に対して x̃ =
1

‖x‖X
x とすると ‖x̃‖X = 1 より M0 の定

義から ‖T x̃‖Y ≤ M0 である．
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• 一方 T x̃ =
1

‖x‖X
Tx より ‖T x̃‖Y =

1

‖x‖X
‖Tx‖Y である．

• したがって 1

‖x‖X
‖Tx‖Y ≤ M0 つまり

‖Tx‖Y ≤ M0‖x‖X (x *= o)

が成り立つ．これは x = o でも成り立つので ‖T‖ の定義により ‖T‖ ≤ M0 で
ある．

• 以上より ‖T‖ = sup
‖x‖X=1

‖Tx‖Y が成り立つ．

• 他は演習とする．!

命題 9.3! "
T ∈ L(X,Y ), S ∈ L(Y, Z) ならば ST ∈ L(X,Z) であり ‖ST‖ ≤ ‖S‖‖T‖ が成り
立つ．ただし ST は

STx := S(Tx) (x ∈ X)

で定義される．# $
証明

• x ∈ X に対し

‖STx‖Z = ‖S(Tx)‖Z ≤ ‖S‖‖Tx‖Y ≤ ‖S‖‖T‖‖x‖X

• したがって ST ∈ L(X,Z) であり ‖ST‖ ≤ ‖S‖‖T‖ が成り立つ．!

9.4 L(X,Y )

• (X, ‖ · ‖X), (Y, ‖ · ‖Y ) は K(= R or C) 上のノルム空間とする．

• T, S ∈ L(X,Y ), α ∈ K に対して，T + S, αT を

(T + S)x := Tx+ Sx (x ∈ X),

(αT )x := α(Tx) (x ∈ X)

と定義すると T + S, αT は X から Y への線形作用素である．T + S について
見てみよう．
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• x1, x2 ∈ X, λ ∈ K とすると

(T + S)(x1 + x2) = T (x1 + x2) + S(x1 + x2)

= (Tx1 + Tx2) + (Sx1 + Sx2)

= (Tx1 + Sx1) + (Tx2 + Sx2)

= (T + S)x1 + (T + S)x2

(T + S)(λx1) = T (λx1) + S(λx1)

= λTx1 + λSx1

= λ(Tx1 + Sx1)

= λ(T + S)x1

したがって T + S は線形作用素である．αT が線形作用素であることも同様に示
される．

• さらに T + S, αT ∈ L(X,Y ) である．実際，任意の x ∈ X に対して

‖(T + S)x‖Y = ‖Tx+ Sx‖Y
≤ ‖Tx‖Y + ‖Sx‖Y
≤ ‖T‖‖x‖X + ‖S‖‖x‖X
= (‖T‖+ ‖S‖)‖x‖X

これより T + S ∈ L(X,Y ) で

‖T + S‖ ≤ ‖T‖+ ‖S‖ (9.5)

である．

• また，任意の x ∈ X に対して

‖(αT )x‖Y = ‖α(Tx)‖Y = |α|‖Tx‖Y ≤ |α|‖T‖‖x‖X

これより αT ∈ L(X,Y ) で

‖αT‖ ≤ |α|‖T‖ (9.6)

が成り立つ．

• 以上より L(X,Y ) は K 上のベクトル空間であることが示される．ただし零ベク
トルは Ox = o (∀x ∈ X) で定義される零作用素 O である．

• 実は L(X,Y ) は作用素ノルム ‖T‖ (T ∈ L(X,Y ))をノルムとしてノルム空間で
ある．以下，‖T‖ がノルムの条件 (N1), (N2), (N3)を満たすことを示そう．
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(N1)

• ‖T‖ ≥ 0 は明らか．また，(9.4) より ‖T‖ = 0 ならば

‖Tx‖Y ≤ ‖T‖‖x‖X = 0 (∀x ∈ X)

より Tx = o (∀x ∈ X) である，つまり T = O である．また，T = O ならば
‖T‖ = 0 は明らか．

(N2)

• ‖αT‖ = |α|‖T‖ であるが，(9.6)が示されているので ‖αT‖ ≥ |α|‖T‖ を示せば
よい．

• α = 0 のときは明らか（αT = O より）なので α *= 0 とする．

• T =
1

α
(αT ) に注意して (9.6)を使うと

∥∥∥∥
1

α
(αT )

∥∥∥∥ ≤
∣∣∣∣
1

α

∣∣∣∣ ‖αT‖

‖T‖ ≤ 1

|α|‖αT‖

∴ |α|‖T‖ ≤ ‖αT‖

よって示された．

(N3) (9.5)そのものである．

• 以上で作用素ノルムは L(X,Y ) におけるノルムであり，L(X.Y ) はノルム空間で
あることが示された．

• L(X,Y ) の完備性について次が成り立つ．

定理 9.4! "
(Y, ‖ · ‖Y ) が Banach空間ならば L(X,Y ) は作用素ノルムについて Banach空間で
ある．# $
証明

• L(X,Y ) の列 {Tn} （有界線形作用素の列）が作用素ノルムについて Cauchy列
であるとする．

• 任意の ε > 0 をとると，ある n0 ∈ N が存在して

m,n ≥ n0 ⇒ ‖Tm − Tn‖ < ε

である．
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• これより ∀x ∈ X に対して

m,n ≥ n0 ⇒ ∀x ∈ X; ‖Tmx− Tnx‖Y < ε‖x‖X (9.7)

が成り立つ．

• これより，各 x ∈ X に対して Y の点列 {Tnx} はCauchy列である．

• (Y, ‖ · ‖Y ) はBanach空間であるから {Tnx} は収束する．極限は各 x ∈ X に対し
てただ１つ定まるのでそれを Tx とかく：Tx = lim

n→∞
Tnx

• このとき T は X から Y への線形作用素である．実際，x1, x2 ∈ X, α ∈ K に対
して

T (x1 + x2) = lim
n→∞

Tn(x1 + x2) = lim
n→∞

(Tnx1 + Tnx2) = Tx1 + Tx2,

T (αx1) = lim
n→∞

Tn(αx1) = lim
n→∞

αTnx1 = α lim
n→∞

Tnx1 = αTx1

• あとは T ∈ L(X,Y ), lim
n→∞

‖Tn − T‖ = 0 を示せばよい．

• (9.7)で m → ∞ とすることにより

n ≥ n0 ⇒ ∀x ∈ X : ‖Tnx− Tx‖Y ≤ ε‖x‖X (9.8)

が得られる．特に
∀x ∈ X : ‖Tn0x− Tx‖Y ≤ ε‖x‖X (9.9)

• したがって T = T − Tn0 + Tn0 に注意して (9.9)より任意の x ∈ X に対して

‖Tx‖Y = ‖(T − Tn0)x+ Tn0x‖Y
≤ ‖Tx− Tn0x‖Y + ‖Tn0x‖Y
≤ ε‖x‖X + ‖Tn0‖‖x‖X
= (ε+ ‖Tn0‖)‖x‖X

したがって T ∈ L(X,Y ) である．

• 最後に (9.9)より

n ≥ n0 ⇒ ∀x ∈ X : ‖(Tn − T )x‖Y ≤ ε‖x‖X

であるが，これは

n ≥ n0 ⇒ ‖Tn − T‖ ≤ ε

を意味するので lim
n→∞

‖Tn − T‖ = 0 が示された．!
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• (X, ‖ ·‖X)を K 上のノルム空間とする（K = R or C）．K は絶対値をノルムとす
るBanach空間であるから定理 9.4よりL(X,K) はBanach空間である．L(X,K)
の要素，つまり X から K への有界線形作用素は有界線形汎関数といい，f , g な
どの文字を用いる．また x の像は f(x), g(x) のように通常の関数のような表記
を行う．

• L(X,K) を X の共役空間といい X∗ と表す．

9.5 有界線形作用素の例
例１

• A = (aij) を実数を成分とする N 次正方行列とする．また RN において

‖x‖ =
√

x2
1 + · · ·+ x2

N (x = t(x1, · · · , xN))

とする．

• x = t(x1, · · · , xN) ∈ RN に対して

TAx = t

(
N∑

j=1

a1jxj, · · · ,
N∑

j=1

aNjxj

)

とすると TA は RN から RN への有界線形作用素である．TAx = Ax であるから
線形作用素であることは明らか．

• まず

‖TAx‖2 =
(

N∑

j=1

a1jxj

)2

+ · · ·+
(

N∑

j=1

aNjxj

)2

• Schwarzの不等式から

n∑

j=1

aijxj ≤
(

N∑

j=1

a2ij

) 1
2
(

N∑

j=1

x2
j

) 1
2

=

(
N∑

j=1

a2ij

) 1
2

‖x‖

• よって

‖TAx‖2 ≤
{(

N∑

j=1

a21j

)
+ · · ·+

(
N∑

j=1

a2Nj

)}
‖x‖2 =

(
n∑

i,j=1

a2ij

)
‖x‖
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• したがって

‖TAx‖ ≤
(

N∑

i,j=1

a2ij

) 1
2

‖x‖

であり TA ∈ L(RN ,RN) であり

‖TA‖ ≤
(

N∑

i,j=1

a2ij

) 1
2

が成り立つ．
例２

• X = C([a, b]) とし，x ∈ C([a, b]) に対し

‖x‖ = max
t∈[a,b]

|x(t)|

とする．

• k = k(s, t) は [a, b]× [a, b] で定義された連続関数とする．このとき

(Tx)(t) =

∫ b

a

k(s, t)x(s)ds

とすると T : X → X （注参照）であり線形作用素である．
• このとき

‖T‖ ≤ (b− a) max
a≤s,t≤b

|k(s, t)|

である（演習）．
注 Tx ∈ C([a, b]) である，つまり Tx = (Tx)(t) が [a, b] 上の連続関数であることは次
のように示される．

• x(t) ≡ 0 のときは明らかなので x(t) *≡ 0 とする．このとき ‖x‖ > 0 である．

• k は有界閉集合 [a, b]× [a, b] で連続であるから一様連続である．

• したがって，任意に ε > 0 をとると，ある δ > 0 が存在して

(s, t), (s′, t′) ∈ [a, b]× [a, b],
√
(s− s′)2 + (t− t′)2 < δ ⇒

|k(s, t)− k(s′, t′)| < ε

(b− a)‖x‖

が成り立つ．
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• 特に (t, s), (t′, s) ∈ [a, b]× [a, b], |t− t′| < δ ならば

|k(t, s)− k(t′, s)| < ε

(b− a)‖x‖

が成り立つ．

• ここで

|Tx(t)− Tx(t′)| =
∣∣∣∣
∫ b

a

(k(t, s)− k(t′, s))x(s)ds

∣∣∣∣

≤
∫ b

a

|k(t, s)− k(t′, s)||x(s)|ds

より |t− t′| < δ, t, t′ ∈ [a, b] ならば

|Tx(t)− Tx(t′)| ≤
∫ b

a

ε

(b− a)‖x‖‖x‖ds = ε

• よって Tx(t) は [a, b] 上（一様）連続である．
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