
8 数列空間とHölderの不等式・Minkowskiの不等式
8.1 数列空間
8.1.1 c, c0

• 収束するような実数列全体を c と表す．また，0に収束するような実数列全体を
c0 と表す．

• {an}, {bn} ∈ c, α ∈ R に対して

{an}+ {bn} = {an + bn},
α{an} = {αan}

とすれば c はベクトル空間である．ここで２つの収束する数列の和，収束する数
列の実数倍はいずれも収束する（命題 0.9）ことに注意する．

• 収束する数列は有界（命題 0.8）であるので

∥{an}∥ = sup{|an| : n = 1, 2, · · · } = sup
n∈N

|an|

とすれば ∥{an}∥ は c のノルムである．

(N1) 明らか
(N2) ∥α{an}∥ = |α|∥{an}∥を示す．α = 0ならば明らかであるので α ̸= 0とする．

|α||an| = |αan| ≤ ∥{αan}∥ = ∥α{an}∥

より

|an| ≤
1

|α|
∥α{an}∥

であるから

∥{an}∥ ≤ 1

|α|
∥α{an}∥

|α|∥{an}∥ ≤ ∥α{an}∥

次に an = (1/α)(αan) つまり {an} = (1/α)(α{an}) であるから∣∣∣∣ 1α
∣∣∣∣ ∥α{an}∥ ≤

∥∥∥∥ 1α(α{an})
∥∥∥∥ = ∥{an}∥

∴ ∥α{an}∥ ≤ |α|∥{an}∥

以上より ∥α{an}∥ = |α|∥{an}∥ が成り立つ．
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(N3) ∥{an}+ {bn}∥ ≤ ∥{an}∥+ ∥{bn}∥ を示す．

|an + bn| ≤ |an|+ |bn| ≤ ∥{an}∥+ ∥{bn}∥

であるから

∥{an}+ {bn}∥ ≤ ∥{an}∥+ ∥{bn}∥

を得る．

• c0 も c と同じノルムでノルム空間となる．

8.1.2 lp(1 ≤ p < ∞), l∞

• 1 ≤ p < ∞ のとき，
∞∑
n=1

|an|p < ∞ となる実数列全体を lp と表す．a, b ≥ 0 に対

して

(a+ b)p ≤ 2pbp(a ≤ b のとき), (a+ b)p ≤ 2pap (a ≥ b のとき) だから
(a+ b)p ≤ 2p(ap + bp)

であることに注意すると |an + bn|p ≤ 2p(|an|p + |bn|p) (n = 1, 2, · · · ) が成り立つ．
したがって正項級数の比較判定法により

∞∑
n=1

|an + bn|p < ∞

つまり {an}+ {bn} ∈ lp である．

また，|αan|p = |α|p|an|p だから
∞∑
n=1

|αan|p < ∞ つまり α{an} ∈ lp である．

• lp のノルムについては後ほどのべる．

• 有界な実数列全体を l∞ と表す．l∞ は c と同じノルムでノルム空間となる．

8.2 Hölderの不等式・Minkowskiの不等式
• lp (1 ≤ p < ∞) におけるノルムは

∥{an}∥ =

(
∞∑
n=1

|an|p
) 1

p

で定義される．これが三角不等式を満たすことを示すためには準備が必要である．
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補題 8.1(Youngの不等式)� �
p, q > 0 は 1

p
+

1

q
= 1 を満たす数とする．このとき

ab ≤ ap

p
+

bq

q
(a, b ≥ 0)

が成り立つ（p, q > 1 に注意）．� �
証明

• ab = 0 のときは明らかなので ab > 0 とする．

• まず

x ≤ xp

p
+

1

q
(x ≥ 0) (8.1)

が成り立つことを示す．そのためには

f(x) =
xp

p
+

1

q
− x

とおいて増減表を書けばわかる（演習）．

• (8.1)において x = ab−α (α > 0) とおくと

ab−α ≤ apb−pα

p
+

1

q

• 上式両辺に b1+α > 0 をかけると

ab ≤ apb1+α−pα

p
+

b1+α

q

• ここで 1 + α = q とおくと (1/p) + (1/q) = 1 より p = (α + 1)/α つまり
α + 1− pα = 0．したがって

ab ≤ ap

p
+

bq

q

が成り立つ．□
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命題 8.2(Hölderの不等式)� �
p, q > 0 は 1

p
+

1

q
= 1 を満たす数とする．

∞∑
n=1

|an|p < ∞,
∞∑
n=1

|bn|q < ∞ なる数列

{an}, {bn} に対して

∞∑
n=1

|anbn| ≤

(
∞∑
n=1

|an|p
) 1

p
(

∞∑
n=1

|bn|q
) 1

q

が成り立つ．� �
証明

• A =

(
∞∑
n=1

|an|p
)1/p

, B =

(
∞∑
n=1

|bn|q
)1/q

とおく．

• A = 0ならば |an| = 0 (∀n)であり B = 0ならば |bn| = 0 (∀n)であるから，A = 0
または B = 0 のときは明らか．よって A ̸= 0 かつB ̸= 0 とする．

• Youngの不等式において a =
|an|
A

, b =
|bn|
B
とおくと

|anbn|
AB

≤ |an|p

pAp
+

|bn|q

qBq

である．右辺の和
∞∑
n=1

が収束するから
∞∑
n=1

|anbn| < ∞ であることに注意して

1

AB

∞∑
n=1

|anbn| ≤
1

pAp

∞∑
n=1

|an|p +
1

qBq

∞∑
n=1

|bn|q =
1

p
+

1

q
= 1

よって

∞∑
n=1

|anbn| ≤ AB =

(
∞∑
n=1

|an|p
) 1

p
(

∞∑
n=1

|bn|q
) 1

q

が得られる．□
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命題 8.3(Minkowskiの不等式)� �
p は 1 ≤ p < ∞ を満たす数，数列 {an}, {bn} は

∞∑
n=1

|an|p < ∞,
∞∑
n=1

|bn|p < ∞ を

満たすとする．このとき(
∞∑
n=1

|an + bn|p
) 1

p

≤

(
∞∑
n=1

|an|p
) 1

p

+

(
∞∑
n=1

|bn|p
) 1

p

が成り立つ．� �
証明

• p = 1 のときは三角不等式 |an + bn| ≤ |an|+ |bn| から明らかであるので p > 1 と
する．このとき 1

p
+

1

q
= 1 となる q > 1 が存在する．実際 q =

p

p− 1
である．

• また
∞∑
n=1

|an + bn|p = 0 のときは明らかなので
∞∑
n=1

|an + bn|p > 0 とする．

• まず
|an + bn|p = |an + bn||an + bn|p−1 ≤ |an||an + bn|p−1 + |bn||an + bn|p−1 (8.2)

• ここで cn = |an + bn|p−1 とすると
|cn|q = |an + bn|q(p−1) = |an + bn|p

であるので
∞∑
n=1

|cn|q < ∞ である．ここで {an}, {bn} ∈ lp ならば {an + bn} ∈ lp

であることを用いた．

• Hölderの不等式より
∞∑
n=1

|an||cn| ≤

(
∞∑
n=1

|an|p
) 1

p
(

∞∑
n=1

|cn|q
) 1

q

=

(
∞∑
n=1

|an|p
) 1

p
(

∞∑
n=1

|an + bn|p
) 1

q

同様に
∞∑
n=1

|bn||cn| ≤

(
∞∑
n=1

|bn|p
) 1

p
(

∞∑
n=1

|cn|q
) 1

q

=

(
∞∑
n=1

|bn|p
) 1

p
(

∞∑
n=1

|an + bn|p
) 1

q

•
1

q
= 1− 1

p
に注意して (8.2) より

∞∑
n=1

|an + bn|p ≤


(

∞∑
n=1

|an|p
) 1

p

+

(
∞∑
n=1

|bn|p
) 1

p


(

∞∑
n=1

|an + bn|p
)1− 1

p
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• 両辺を
(

∞∑
n=1

|an + bn|p
)1− 1

p

> 0 で割ると

(
∞∑
n=1

|an + bn|p
) 1

p

≤

(
∞∑
n=1

|an|p
) 1

p

+

(
∞∑
n=1

|bn|p
) 1

p

を得る．□

• 以上により lp (1 ≤ p < ∞)において

∥{an}∥ =

(
∞∑
n=1

|an|p
) 1

p

と定義すると ∥{an}∥ はノルムであることが示された（(N1), (N2)は明らか），つ
まり，lp はノルム空間である．

8.3 数列空間の完備性
以後この節では数列を a = {ak} = {ak}k のように太字のアルファベットで１つの数列
を表すことにする．
完備性を示すためには数列空間の点列（数列の列！）を考えることになる．そこで

今まで１つの数列を表すのに {an} と添字に n を用いていたが，k を用いることにす
る：{ak}
また，n は「数列の列」としての項の番号に用いる，つまり第 n 数列という意味

で用いる．{an} を数列の列とするとき，第 n 数列の第 k 項を a
(n)
k と表す，つまり

an = {a(n)k } である．
命題 8.4� �
c はノルムを

∥a∥ = sup
k

|ak| (a = {ak} ∈ c)

と定義すればBanach空間である．� �
証明

• c の点列（数列の列！） {an} が c のCauchy列であるとする．an = {a(n)k }k とお
く，つまり，数列 an は第 k 項が a

(n)
k である数列である．

• 任意に ε > 0 をとると，ある n0 ∈ N が存在して

m,n ≥ n0 ⇒ ∥am − an∥ = sup
k

|a(m)
k − a

(n)
k | < ε
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が成り立つ．つまり

m,n ≥ n0 ⇒ ∀k : |a(m)
k − a

(n)
k | < ε (8.3)

である．

• このことより，各 k = 1, 2, · · · に対して an の第 k 項を並べてできる数列 {a(n)k }n
は R のCauchy列である．

• R の完備性により，各 k = 1, 2, · · · に対して

ak := lim
n→∞

a
(n)
k

が存在する．a = {ak} とする．

a1 : a
(1)
1 , a

(1)
2 , a

(1)
3 , · · · a

(1)
k , · · · ,

a2 : a
(2)
1 , a

(2)
2 , a

(2)
3 , · · · a

(2)
k , · · · ,

...
...

...
...

...

an : a
(n)
1 , a

(n)
2 , a

(n)
3 , · · · a

(n)
k , · · · ,

...
...

...
...

...
↓ ↓ ↓ ↓ n → ∞

a : a1 a2 a3 · · · ak · · ·

• a ∈ c, lim
n→∞

∥an − a∥ = 0 を示せばよい．

• (8.3)で m → ∞ とすれば

n ≥ n0 ⇒ ∀k : |a(n)k − ak| ≤ ε, つまり,

n ≥ n0 ⇒ sup
k

|a(n)k − ak| ≤ ε
(8.4)

特に n = n0 で

sup
k

|a(n0)
k − ak| ≤ ε (8.5)

が成り立つ．

• an0 = {a(n0)
k }k ∈ c つまり収束列であるのでCauchy列である．よって先に決めた

ε > 0 に対して，ある k0 ∈ N が存在して

k, l ≥ k0 ⇒ |a(n0)
k − a

(n0)
l | < ε (8.6)

が成り立つ．
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• (8.4), (8.6)より，k, l ≥ k0 ならば

|ak − al| ≤ |ak − a
(n0)
k |+ |a(n0)

k − a
(n0)
l |+ |a(n0)

l − al| < 3ε

が成り立つ．これは実数列 a = {ak} が Cauchy列であることを意味する．した
がって，実数の完備性により a = {ak}k は収束する，つまり a ∈ c である．

• (8.4)より（先に任意に決めた ε > 0 に対し，n0 ∈ N が存在して）

n ≥ n0 ⇒ ∥an − a∥ ≤ ε

を得る．これは lim
n→∞

∥an − a∥ = 0 を意味する．□

命題 8.5� �
c0 はノルムを

∥a∥ = sup
k

|ak| (a = {ak} ∈ c0)

と定義すればBanach空間である．� �
証明は難しくはないが補足にまわす．
命題 8.6� �
lp はノルムを

∥a∥ =

(
∞∑
k=1

|ak|p
) 1

p

(a = {ak} ∈ lp)

と定義すればBanach空間である．� �
証明

• lp の点列 {an} が lp のCauchy列であるとする．an = {a(n)k }k とおく.

• 任意に ε > 0 をとると，ある n0 ∈ N が存在して

m,n ≥ n0 ⇒ ∥am − an∥ =

(
∞∑
k=1

|a(m)
k − a

(n)
k |p

) 1
p

< ε (8.7)

が成り立つ．

• ここで，任意の k に対し

|a(m)
k − a

(n)
k | ≤

(
∞∑
k=1

|a(m)
k − a

(n)
k |p

) 1
p
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より

m,n ≥ n0 ⇒ ∀k : |a(m)
k − a

(n)
k | < ε (8.8)

が成り立つ．

• このことより，各 k = 1, 2, · · · に対して an の第 k 項を並べてできる数列 {a(n)k }n
は R のCauchy列である．

• R の完備性により，各 k = 1, 2, · · · に対して

ak := lim
n→∞

a
(n)
k

が存在する．a = {ak} とする．

• a ∈ lp, lim
n→∞

∥an − a∥ = 0 を示せばよい．

• (8.7)より，m, n ≥ n0 ならば任意の N ∈ N に対して(
N∑
k=1

|a(m)
k − a

(n)
k |p

) 1
p

< ε

であるから m → ∞ として (
N∑
k=1

|a(n)k − ak|p
) 1

p

≤ ε

• N ≥ 1 は任意であるから N → ∞ として

n ≥ n0 ⇒

(
∞∑
k=1

|a(n)k − ak|p
) 1

p

≤ ε (8.9)

を得る．これより a − an0 = {a(n0)
k − ak}k ∈ lp がわかる． lp はベクトル空間で

あるから

a = (a− an0) + an0 ∈ lp

である．

• (8.9)をもう一度見直すと，任意の ε > 0 に対し，ある n0 ∈ N が存在して

n ≥ n0 ⇒ ∥an − a∥ ≤ ε

が成り立つことが得られた．これは lim
n→∞

∥an − a∥ = 0 を意味する．□
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命題 8.7� �
l∞ はノルムを

∥a∥ = sup
k

|ak| (a = {ak} ∈ l∞)

と定義すればBanach空間である．� �
証明は補足で述べる．

8.4 有界閉集合とコンパクト性
• ここで，有界閉集合ではあるが点列コンパクトではない例を示そう．

• l2 を考える：

l2 =

{
a = {ak} :

∞∑
k=1

|ak|2 < ∞

}

• ek を第 k 項が 1であり，その他が 0である数列とすると ek ∈ l2 (k = 1, 2, · · · )で
ある．

• ∥ek∥ = 1 (k = 1, 2, · · · ) であり {ek} は l2 の有界閉集合 B = {x ∈ l2 : ∥x∥ = 1}
の点列である．

• ek − el を考えると k ̸= l のとき，これは第 k 項が 1 で第 l 項が −1 である数列
である．

• したがって k ̸= l ならば

∥ek − el∥ =
√
2

であるので，{ek} のいかなる部分列も収束し得ない．実際，{enk
} が収束すると

するとCauchy列となるはずだが

∥enk
− enl

∥ =
√
2 (k ̸= l)

となるのでCauchy列にはなり得ない．

8.5 補足：c0, l
∞ の完備性

8.5.1 c0 の完備性
• c0 は c の部分空間であることに注意する．c が完備なので c0 が c の中で閉集
合であることを示せばよい（命題 3.3）．具体的には an が c0 の点列，a ∈ c で
lim
n→∞

∥an − a∥ = 0 ならば a ∈ c0 であることを示せばよい．
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• an = {a(n)k }, a = {ak} とする．示すべきことは lim
k→∞

ak = 0 である．

• ε > 0 を任意にとる． lim
n→∞

∥an − a∥ = 0 であるから，ある n0 ∈ N が存在して

n ≥ n0 ⇒ ∥an − a∥ = sup
k

|a(n)k − ak| <
ε

2

が成り立つ．特に n = n0 として

sup
k

|a(n0)
k − ak| <

ε

2
(8.10)

である．

• 次に an0 ∈ c0 であるから， lim
k→∞

a
(n0)
k = 0 である．したがって上で定めた ε に対

して k0 ∈ N が存在して

k ≥ k0 ⇒ |a(n0)
k | < ε

2
(8.11)

が成り立つ．

• よって k ≥ k0 ならば (8.10), (8.11)より

|ak| ≤ |ak − a
(n0)
k |+ |a(n0)

k | < ε

2
+

ε

2
= ε

が成り立つ．これは lim
k→∞

ak = 0 を意味し，a ∈ c0 が得られる．

8.5.2 l∞ の完備性
• ほとんど c の完備性（命題 8.4）の証明と同じである．

• {an} を l∞ のCauchy列とし，an = {a(n)k } とする．任意の ε > 0 に対してある
n0 ∈ N が存在して

m,n ≥ n0 ⇒ ∥am − an∥ = sup
k

|a(m)
k − a

(n)
k | < ε

つまり

m,n ≥ n0 ⇒ ∀k : |a(m)
k − a

(n)
k | < ε (8.12)

が成り立つ．命題 8.4の証明と同様にして各 k に対して ak := lim
n→∞

a
(n)
k が定まる．

• a = {ak} ∈ l∞， lim
n→∞

∥an − a∥ = 0 を示せばよい．
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• (8.12)より m → ∞ として

n ≥ n0 ⇒ ∀k : |a(n)k − ak| ≤ ε (8.13)

が成り立つ．特に
∀k : |a(n0)

k − ak| ≤ ε (8.14)

が成り立つ．

• よって (8.14)より任意の k に対し

|ak| ≤ |ak − a
(n0)
k |+ |a(n0)

k | ≤ ε+ ∥an0∥ < ∞

よって a ∈ l∞ である．

• 最後に (8.13)より

n ≥ n0 ⇒ ∥an − a∥ = sup
k

|a(n)k − ak| ≤ ε

が成り立つ．これは lim
n→∞

∥an − a∥ = 0 を意味する．□

8.5.3 Lp 空間
• 講義では数列空間 lp を扱ったが，本来，偏微分方程式論においては Lp 空間の完
備性が非常に重要となる．

• Ω を集合，F を Ω の部分集合からなる σ-加法族，µ を F で定義された完全加法
的測度とする．この３つ組 (Ω,F , µ) を測度空間という．f を Ω で定義された実
数値関数とする．任意の a ∈ R に対して

{x ∈ Ω : f(x) < a} ∈ F

が成り立つとき，f を µ-可測関数であるという．Lp(Ω) を µ-可測関数で∫
Ω

|f(x)|pµ(dx) < ∞

を満たす関数全体とする．ここで積分は Lebesgue積分である．積分についても
Hölderの不等式，Minkovskiの不等式が成り立つので

∥f∥Lp =

(∫
Ω

|f(x)|pµ(dx)
) 1

p

とすると Lp(Ω) はノルム空間である．ただし ∥f∥Lp = 0 ⇒ f = 0 は成り立たず，
f は測度 0の集合を除いて 0 であるという主張しか成り立たない．そこで Lp(Ω)
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において，f = g が測度 0のある Ω の部分集合を除いて成り立つときほとんど至
るところ等しいといい

f = g a.e.

と表す．ここで a.e.は almost everywhereの略である．almost all という意味で
a.a.と書くこともある．ほとんど至るところ等しい関数は等しいとみなすことに
する．正確には，２つの関数 f , g がほとんど至るところ等しいとき f ∼ g と書
くことにより Lp(Ω) 上の同値関係を与える．そこで Lp(Ω) をその同値関係にお
ける商集合と考えるのである．そうすれば f = 0 a.e. の場合，f の同値類の代表
元として恒等的に 0である関数を選べば ∥f∥Lp = 0 ならば f = 0 と言えるので
ある．
この Lp 空間がBanach空間であることが極めて重要で，そのために Lebesgue積
分が整備されたと言っても過言ではない．解析学を志される学生さんにはぜひ
Lebesgue積分を学んでいただきたい．
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