
7 ノルム空間・Banach空間
7.1 ベクトル空間（復習）
7.1.1 定義と例
K を R あるいは C とするとき，K 上のベクトル空間の定義を思い出そう．
定義（ベクトル空間）� �
X を空でない集合とする．

• X の２つの要素 x, y に対して 和 x+ y ∈ X

• X の要素 x と K の要素に対してスカラー倍 αx ∈ X

が定義されており，次の (i)～(viii)を満たすとする：

(i) x+ y = y + x (x, y ∈ X)

(ii) (x+ y) + z = x+ (y + z) (x, y, z ∈ X)

(iii) ある o ∈ X が存在して

x+ o = x (x ∈ X)

(iv) 任意の x ∈ X に対して

x+ x′ = o

となる x′ ∈ X が存在する．

(v) α(x+ y) = αx+ αy (x, y ∈ X, α ∈ K)

(vi) (α + β)x = αx+ βx (x ∈ X, α, β ∈ K)

(vii) (αβ)x = α(βx) (x ∈ X, α, β ∈ K)

(viii) 1x = x (x ∈ X)

このとき X を K 上のベクトル空間という．また，ベクトル空間 X の要素をベク
トルともいう．� �
注

• (iv)の o は X につきただ１つ定まり，零ベクトルという．

• (v)の x′ は x ∈ X ごとにただ１つ定まり，−x とかかれる．
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例

(1) RN

x = t(x1, · · · , xN), y = t(y1, · · · , yN), α ∈ R に対して

x+ y = t(x1 + y1, · · · , xN + yN), αx = t(αx1, · · · , αxN)

と定義することにより RN は R 上のベクトル空間となる．

(2) C([0, 1])（[0, 1] 上の実数値連続関数全体）
x, y ∈ C([0, 1]), α ∈ R に対して

(x+ y)(t) = x(t) + y(t) (t ∈ [0, 1]),

(αx)(t) = αx(t) (t ∈ [0, 1])

と定義することにより x+ y, αx ∈ C([0, 1]) であり C([0, 1]) は R 上のベクトル空
間である．このとき o は恒等的に 0である定数関数である．

7.1.2 線形独立・線形従属

定義（ベクトル空間）� �
X を K 上のベクトル空間とする．

(1) x1, · · · , xm ∈ X と α1, · · · , αm ∈ K を用いて

α1x1 + · · ·+ αmxm

の形に表される X の要素（ベクトル）を x1, · · · , xm の線形結合という．

(2) X のベクトル x1, · · · , xm が

α1x1 + · · ·+ αmxm = o (α1, · · · , αm ∈ K) ⇒ α1 = · · · = αm = 0

を満たすとき x1, · · · , xm は線形独立であるという．

(3) x1, · · · , xm ∈ X が線形独立でない，つまり，ある少なくとも１つは 0でない
α1, · · · , αm ∈ K が存在して

α1x1 + · · ·+ αmxm = o

が成り立つとき，x1, · · · , xm は線形従属であるという．� �
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7.1.3 次元
• X を K 上のベクトル空間とする．

• ある n 個の線形独立な X のベクトルが存在し，かつ，どんな n+ 1 個のベクト
ルも線形従属となるとき，X は有限次元であるといい，n を X の次元という（n
は存在すれば X に対して一意的）．このとき n = dimX と表す．

• 上のような n が存在しない，つまり，任意の n ∈ N に対して n 個の線形独立な
X のベクトルが存在するとき X は無限次元であるといい，dimX = ∞ と表す．

例

• RN の次元は N である．

• C([0, 1]) は無限次元である．実際，任意の n ∈ N に対して n 個の C([0, 1]) の
要素

x0(t) = 1, x1(t) = t, x2(t) = t2, ·, xn(t) = tn

を考え

α0x0 + · · ·+ αnxn = o

とする．これは

α0 + α1t+ · · ·+ αnt
n = 0 (t ∈ [0, 1])

を意味する．t についての恒等式の条件から α0 = α1 = · · · = αn = 0 となる．

7.1.4 部分空間
• X を K 上のベクトル空間，Y ⊂ X (Y ̸= ∅) が

(i) x, y ∈ Y ⇒ x+ y ∈ Y

(ii) x ∈ Y , α ∈ K ⇒ αx ∈ Y

を満たすとき Y は X の部分空間であるという．

• Y が X の部分空間であるとき，Y 自身が K 上のベクトル空間となっている．
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7.2 ノルム空間
7.2.1 ノルム空間の定義と例

定義（ノルム空間）� �
X を K 上のベクトル空間とする．x ∈ X に対して，次の３つの条件を満たす実数
∥x∥ が定義されているとする：

(N1) ∥x∥ ≥ 0 (∀x ∈ X) であり，∥x∥ = 0 ⇔ x = o

(N2) ∥αx∥ = |α|∥x∥ (α ∈ K, x ∈ X)

(N3) ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ (x, y ∈ X)

このとき ∥x∥ を x ∈ X のノルムといい，ノルムが定義された空間をノルム空間と
いう．� �
注 本来はベクトル空間 X とその上で定義されたノルム ∥ · ∥ の組 (X, ∥ · ∥) をノルム
空間と考えるが，ノルムが明らかな場合は X 自身をノルム空間という．ノルム空間の
ベクトルをノルム空間の点ということもある．

• X をノルム空間とするとき，x, y ∈ X に対し

d(x, y) = ∥x− y∥

とする．ただし，x− y = x+ (−y) である．このとき d は第１節で述べた距離の
条件

(d1) d(x, y) ≥ 0 であり，d(x, y) = 0 ⇔ x = y

(d2) d(x, y) = d(y, x)

(d3) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) （三角不等式）

を満たす．つまりノルム空間は上で述べた距離により距離空間となる．

• ノルム空間は距離空間であるのでノルム空間における開球

Bε(x0) = {x ∈ X | d(x, x0) < ε} = {x ∈ X | ∥x− x0∥ < ε}

を基に A ⊂ X に対し

◦ x ∈ X が A の内点，触点，境界点であること
◦ A の内部，閉包，境界
◦ A が開集合であること，閉集合であること

が全く同様に定義されることに注意する．

• ここでノルム空間の例をいくつかあげよう．
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例

(1) RN

x = t(x1, · · · , xN) に対し

∥x∥2 =

√√√√ N∑
i=1

|xi|2

とすると ∥x∥2 は RN のノルムとなる．また

∥x∥1 =
N∑
i=1

|xi|,

∥x∥∞ = max
i=1,··· ,N

|xi|

もそれぞれ X のノルムである．

(2) C([0, 1])

x ∈ C([0, 1]) に対し

∥x∥ = max
0≤t≤1

|x(t)|

とすると ∥x∥ は C([0, 1]) のノルムとなる．まず，

|x(t)| ≤ max
0≤s≤1

|x(s)| = ∥x∥ (t ∈ [0, 1]) (7.1)

が成り立つことに注意する．

(N1) (7.1)より

∥x∥ = 0 ⇔ |x(t)| = 0 (∀t ∈ [0, 1]) ⇔ x = o

である．
(N2) α = 0 ならば αx = o であるから明らか．α ̸= 0 とすると

|(αx)(t)| = |α(x(t))| = |α||x(t)|

であるから
|(αx)(t)| が最大 ⇔ |x(t)| が最大

したがって ∥x∥ = |x(t0)| となる t0 ∈ [0, 1] を代入すれば良い．
(N3) (7.1) より x, y ∈ C([0, 1]) に対して

|(x+ y)(t)| ≤ |x(t) + y(t)| ≤ |x(t)|+ |y(t)| ≤ ∥x∥+ ∥y∥ (∀t ∈ [0, 1])

∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ が成り立つ．□
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7.2.2 ノルム空間における点列の収束
• ノルム空間 X における点列 {xn} の収束もノルムから定義される距離を用いて
定義すればよいが，今一度定義をノルムを使って思い起こしておこう．

• ノルム空間 X の点列 {xn} が x ∈ X に収束するとは

lim
n→∞

∥xn − x∥ = 0

が成り立つことである．厳密には，任意の ε > 0 に対して，ある n0 ∈ N が存在
して

n ≥ n0 ⇒ ∥xn − x∥ < ε

が成り立つことである．
このとき x = lim

n→∞
xn あるいは xn → x (n → ∞) などと書く．x を点列 {xn} の

極限というのであった．

• 距離空間の場合（2.2節）と同様に点列 {xn} が収束すれば極限は一意であること
が示される．

• ノルムの条件 (N3)（三角不等式）より

|∥x∥ − ∥y∥| ≤ ∥x− y∥

が示される．これを用いると次のことがわかる：

命題 7.1� �
ノルム空間 X の点列 {xn} が x ∈ X に収束するならば lim

n→∞
∥xn∥ = ∥x∥ が成り

立つ．� �
さらに次が成り立つ：
命題 7.2� �
X をノルム空間，{xn}, {yn} を X の点列，{αn} は K の数列（つまり実数列ある
いは複素数列），x, y ∈ X, α ∈ K とする．このとき

(1) xn → x (n → ∞), yn → y (n → ∞) ⇒ xn + yn → x+ y (n → ∞)

(2) xn → x (n → ∞), αn → α (n → ∞) ⇒ αnxn → αx (n → ∞)

が成り立つ．� �
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証明
(1) (xn + yn)− (x+ y) = (xn − x) + (yn − y) に注意して

∥(xn + yn)− (x+ y)∥ = ∥(xn − x) + (yn − y)∥ ≤ ∥xn − x∥+ ∥yn − y∥ → 0 (n → ∞)

したがって xn + yn → x+ y (n → ∞) は成り立つ．

(2) 次に注意する：

αnxn − αx

=(αn − α)(xn − x) + (αnx− αx) + (αxn − αx)

=(αn − α)(xn − x) + (αn − α)x+ α(xn − x)

したがって ∥xn − x∥ → 0, |αn − α| → 0 (n → ∞) だから

∥αnxn − αx∥
≤∥(αn − α)(xn − x)∥+ ∥(αn − α)x∥+ ∥α(xn − x)∥
=|αn − α|∥xn − x∥+ |αn − α|∥x∥+ |α|∥xn − x∥ → 0 (n → ∞)

したがって αnxn → αx (n → ∞) が成り立つ．□

7.3 Banach空間
• Banach空間を定義する前に 3.1節で定義したCauchy列の概念をノルムを用いて
思い出そう．

• ノルム空間 X の点列 {xn} がCauchy列であるとは，任意の ε > 0 に対し，あ
る n0 ∈ N が存在して

m,n ≥ n0 ⇒ ∥xm − xn∥ < ε

が成り立つことであった．

定義（Banach空間）� �
ノルム空間 X の任意のCauchy列が X の点に収束するとき，ノルム空間 X は完
備であるといい，完備なノルム空間をBanach空間という．� �
注 ノルム ∥ · ∥ が定義されたノルム空間が完備であるとはノルムから定義される距離
d(x, y) = ∥x− y∥ を備えた距離空間 (X, d) が完備距離空間であることに他ならない．

注

• RN は ∥ · ∥2, ∥ · ∥1, ∥ · ∥∞ のどのノルムを採用してもBanach空間となる．

• C([0, 1]) において ∥x∥ = max
0≤t≤1

|x(t)| (x ∈ C([0, 1])) をノルムとして採用すると
Banach空間となる．
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