
6 Ascoli-Arzeláの定理
6.1 関数の様々な連続性

• 本節は主に R の区間あるいは RN の部分集合で定義された実数値関数を扱う．� �
復習（一様連続）

• A ⊂ RN (A ̸= ∅) で定義された関数 f が A 上一様連続であるとは，任意の
ε > 0 に対して，ある δ > 0 が存在して

x, y ∈ A, d2(x,y) < δ ⇒ |f(x)− f(y)| < ε

が成り立つことである．

• K ⊂ RN (K ̸= ∅)が有界閉集合（したがって（点列）コンパクト集合）で，f
が K 上連続であるならば f は K 上一様連続である．� �

定義（Lipschitz連続，Hölder連続）� �
• A ⊂ RN (A ̸= ∅)で定義された関数 f がある定数 L > 0 に対して

|f(x)− f(y)| ≤ Ld2(x,y) (x,y ∈ A)

をみたすとき，f は A 上Lipschitz連続であるという．

• 同じくある L > 0, α ∈ (0, 1) が存在して

|f(x)− f(y)| ≤ Ld2(x,y)
α (x,y ∈ A)

をみたすとき，f は A 上 (α次)Hölder連続であるという．� �
• A ⊂ RN (A ̸= ∅) で定義された関数 f が A 上Lipschitz連続あるいは α 次Hölder
連続であれば A 上一様連続である．

例 f(x) = e−|x| は R 上で Lipschitz連続である．実際，t, s ≥ 0 に対して

e−t − e−s =

∫ t

s

(e−x)′dx =

∫ t

s

(−e−x)dx

|e−t − e−s| =
∣∣∣∣∫ t

s

(−e−x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ t

s

| − e−x|dx
∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣∫ t

s

dx

∣∣∣∣ = |t− s| (s, t ≥ 0 より | − e−x| ≤ 1)
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したがって

|e−|x| − e−|y|| ≤ ||x| − |y|| ≤ |x− y|

よって L = 1 として R 上 Lipschitz連続である．

6.2 Ascoli-Arzeláの定理
• Ascoli-Arzeláの定理は連続関数の列（族）が一様収束する部分列をもつための条
件を与える定理である．この節では RN の点も x ではなく x を用い，d2(x,y) を
|x− y| と略記することにする．

定義（一様有界）� �
A ⊂ RN (A ̸= ∅) で定義された関数列 {fn} が A 上一様有界であるとは，ある
M > 0 が存在して

∀n ∈ N, ∀x ∈ A : |fn(x)| ≤ M

が成り立つことである．いいかえると

sup
n∈N

(
sup
x∈A

|fn(x)|
)

< ∞

が成り立つことである．� �
例

• fn(x) = sinnx (n ∈ N, x ∈ R) とすると

∀n ∈ N, ∀x ∈ A : |fn(x)| = | sinnx| ≤ 1

であるので {fn} は R 上一様有界である．

• fn(x) = n sinnx (n ∈ N, x ∈ R) とすると

|fn(x)| ≤ n

であるので，各 n に対し，fn は R 上有界な関数であるが

n =
∣∣∣n sin

π

2

∣∣∣ = ∣∣∣fn ( π

2n

)∣∣∣ ≤ sup
x∈R

|fn(x)|

であるから {fn} は R 上一様有界ではない．
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定義（同程度（一様）連続）� �
A ⊂ RN (A ̸= ∅) で定義された関数列 {fn} が A 上同程度（一様）連続であるとは，
任意の ε > 0 に対して，ある δ = δ(ε) > 0 が存在して

∀n ∈ N ; x, y ∈ A, |x− y| < δ ⇒ |fn(x)− fn(y)| < ε

が成り立つことである．� �
• δ が n に依存しないことがこの定義のポイントである．

例 fn(x) = sinnx (n ∈ N) を [0, π] で考える．{fn} は [0, π] で同程度（一様）連続で
ない．

• どんな δ > 0 をとっても |x − y| < δ (x, y ∈ [0, π]) であるにもかかわらず
|fn(x)− fn(y)| = 2 となる n, x, y が存在することを示す．

• δ > 0 を任意にとり， 3π

2n0

< min{δ, π} となる n0 ∈ N をとると

n ≥ n0 ⇒ π

2n
,
3π

2n
∈ [0, π]

かつ ∣∣∣∣ π2n − 3π

2n

∣∣∣∣ ≤ 3π

2n
< δ

であるが ∣∣∣∣fn ( π

2n

)
− fn

(
3π

2n

)∣∣∣∣ = 2

である．

定理 6.1（Ascoli-Arzeláの定理）� �
有界閉区間 I = [a, b] で定義された連続関数列 {fn} が一様有界かつ同程度（一様）
連続であれば，ある {fn} の部分列 {fnk

} と f ∈ C([a, b]) が存在して {fnk
} は f に

I 上一様収束する．� �
証明
Step 1: [a, b] ∩ Q = {rj | j ∈ N} とおき，{fn} のある部分列は各 rj で収束すること
を示す．

• {fn} は一様有界であるから，ある M > 0 が存在して
∀n ∈ N, ∀x ∈ [a, b] : |fn(x)| ≤ M (6.1)

が成り立つ．
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• (6.1)より |fn(r1)| ≤ M であるので数列 {fn(r1)} は有界である．したがって
Bolzano-Weierstrassの定理（定理 0.12）より，ある自然数の単調増加列 {n1(k)}
が存在して {fn1(k)(r1)}k は収束する．

• (6.1)より |fn1(k)(r2)| ≤ M であるので同じく Bolzano-Weierstrassの定理より
{n1(k)} ⊃ {n2(k)} が存在して {fn2(k)(r2)} は収束する，つまり：

{fn2(k)(x)} は x = r1, r2 で収束

• 以下 {fnl(k)(x)} が r1, · · · , rl で収束するならば，{nl+1(k)} ⊂ {nl(k)} が存在し
て {fnl+1(k)(rl+1)} は収束する．

• ここまでをまとめよう：

{f1, f2, f3, · · · fk, · · · } 元の列,
∪

{fn1(1), fn1(2), fn1(3), · · · fn1(k), · · · } r1 で収束,
∪

{fn2(1), fn2(2), fn2(3), · · · fn2(k), · · · } r1, r2 で収束,
∪

{fn3(1), fn3(2), fn3(3), · · · fn3(k), · · · } r1, r2, r3 で収束,
∪
...
∪

{fnk(1), fnk(2), fnk(3), · · · fnk(k), · · · } r1, · · · , rk で収束,
∪
...

• そこで {fnk(k)} という関数列を考える（対角線論法）と k ≥ l ならば {fnk(k)}k≥l

は {fnl(k)}k の部分列であるので

{fnk(k)(r1)}, · · · , {fnk(k)(rl)}

は収束する．つまり，任意の l ∈ Nに対して {fnk(k)(rl)}k≥lは収束するのでCauchy
列である．

Step 2: {fnk(k)} は [a, b] 上である関数 f に一様収束することを示す．

• ε > 0 を任意にとる．

• {fn} は同程度（一様）連続であるから，ある δ > 0 が存在して
∀n ∈ N; x, y ∈ [a, b], |x− y| < δ ⇒ |fn(x)− fn(y)| < ε (6.2)

が成り立つ．
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• 次に

[a, b] ⊂
∞⋃
j=1

(rj − δ, rj + δ) 開被覆！

が成り立つ．実際，x ∈ [a, b]とすると有理数の稠密性（命題 0.6）より |x−rj| < δ
となる rj ∈ [a, b] ∩Q が存在する．よって x ∈ (rj − δ, rj + δ) である．

• [a, b] は R の有界閉集合（コンパクト集合）であるので，ある N ∈ N が存在して

[a, b] ⊂
N⋃
j=1

(rj − δ, rj + δ)

が成り立つ（実際 (rj − δ, rj + δ) 「たち」の有限個で覆えるのだからその j で一
番大きいものを N とすればよい）．

• Step 1 より，各 l = 1, · · · , N に対して {fnk(k)(rl)}k≥N はCauchy列であるから

∀l = 1, · · · , N, ∃n0 = n0(l); m, p ≥ n0 ⇒ |fnm(m)(rl)− fnp(p)(rl)| <
ε

3

が成り立つ．

• N0 = max{n0(1), · · · , n0(N)} とすれば

m, p ≥ N0, l = 1, · · · , N ⇒ |fnm(m)(rl)− fnp(p)(rl)| <
ε

3
(6.3)

が成り立つ．

• したがって m, p ≥ N0 ならば，任意の x ∈ [a, b] に対して x ∈ (rl − δ, rl + δ) と
なる l = 1, · · · , N が存在するので (6.2), (6.3)より

|fnm(m)(x)− fnp(p)(x)| ≤ |fnm(m)(x)− fnm(m)(rl)|+ |fnm(m)(rl)− fnp(p)(rl)|
+ |fnp(p)(rl)− fnp(p)(x)|

<
ε

3
+

ε

3
+

ε

3
= ε

が成り立つ．

• もういちど整理すると，ここまで示したことは，任意に ε > 0 に対し，N0 ∈ N
が定まり

m, p ≥ N0 ⇒ ∀x ∈ [a, b] ; |fnm(m)(x)− fnp(p)(x)| < ε

つまり

m, p ≥ N0 ⇒ d∞(fnm(m), fnp(p)) = max
x∈I

|fnm(m)(x)− fnp(p)(x)| < ε

が成り立つ．
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• 以上より {fnm(m)} は C([a, b], d∞) でCauchy列であることがわかった．

• C([a, b], d∞) は完備より，ある f ∈ C([a, b]) が存在して

lim
m→∞

d∞(fnm(m), f) = 0

が成り立つ．以上で定理が示された（The proof has been completed!）．□

• Ascoli-Arzeláの定理は RN の有界閉集合（コンパクト集合）で定義された関数列
に対しても正しい．

定理 6.2（Ascoli-Arzeláの定理）� �
K ⊂ RN (K ̸= ∅) を有界閉集合とし，{fn} は K 上の（連続）関数列で一様有界か
つ同程度（一様）連続であるとする．このとき {fn} の部分列 {fnk

} と f ∈ C(K)
が存在して {fnk

} は f に K 上一様収束する．� �
• 定理 6.1の証明のKeyは [a, b] のコンパクト性と [a, b] ∩Q = {r1, r2, · · · } という，
[a, b] で稠密な可算集合をとってくることである．K の稠密な可算部分集合を用
いれば証明は全く同様である．
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