
1 距離空間の定義と例
1.1 N 次元Euclid空間の場合

• N 次元 Euclid空間 RN は次のように定義される：

RN := {(x1, · · · , xN)|x1, x2, · · · , xN ∈ R}.

• x = (x1, · · · , xN), y = (y1, · · · , yN) ∈ RN の距離は次のように定義されている：
d2(x,y) =

√
(x1 − y1)2 + · · ·+ (xN − yN)2

=

√√√√
N∑

i=1

(xi − yi)2.

• この d2( · , · ) は次の性質をもつ．

命題 1.1! "
(1) d2(x,y) ≥ 0 であり，d2(x,y) = 0 ⇔ x = y が成り立つ．

(2) d2(x,y) = d2(y,x) (x, y ∈ RN)

(3) d2(x,y) ≤ d2(x, z) + d2(z,y) (x, y, z ∈ RN) （三角不等式）# $
証明
(1) 前半は明らか. 後半については，x = (x1, · · · , xN), y = (y1, · · · , yN) に対して

0 ≤ |xi − yi| =
√

(xi − yi)2 ≤ d2(x,y) (i = 1, · · · , N)

より d2(x,y) = 0 ならば xi − yi = 0 つまり xi = yi (i = 1, · · · , N) が成り立つの
で x = y である．逆に x = y ならば d2(x,y) = 0 も明らか．

(2) x = (x1, · · · , xN), y = (y1, · · · , yn) に対して (xi − yi)2 = (yi − xi)2 (i = 1, · · · , N)
が成り立つので d2(x,y) = d2(y,x) が成り立つ．

(3) x = (x1, · · · , xN), y = (y1, · · · , yN), z = (z1, · · · , zN) とおくと

d2(x,y)
2 =

N∑

i=1

(xi − yi)
2 =

N∑

i=1

{(xi − zi) + (zi − yi)}2

=
N∑

i=1

{
(xi − zi)

2 + 2(xi − zi)(zi − yi) + (zi − yi)
2
}

=
N∑

i=1

(xi − zi)
2 + 2

N∑

i=1

(xi − zi)(zi − yi) +
N∑

i=1

(zi − yi)
2
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ここで Schwarzの不等式

N∑

i=1

aibi ≤
(

N∑

i=1

a2i

) 1
2
(

N∑

i=1

b2i

) 1
2

を用いると

d2(x,y)
2 ≤

N∑

i=1

(xi − zi)
2 + 2

(
N∑

i=1

(xi − zi)
2

) 1
2
(

N∑

i=1

(zi − yi)
2

) 1
2

+
N∑

i=1

(zi − yi)
2

= d2(x, z)
2 + 2d2(x, z)d2(z,y) + d2(z,y)

2

= (d2(x, z) + d2(z,y))
2

以上より d2(x,y) ≤ d2(x, z) + d2(z,y) が成り立つ．!

1.2 距離空間の定義
• 先ほどの RN には距離 d2(x,y) が定義され，d2 は命題 1.1の (1)～(3)を満たすこ
とを確かめた．

• x = (x1, · · · , xN), y = (y1, · · · , yN) ∈ RN に対して

d1(x,y) =
N∑

i=1

|xi − yi|, d∞(x,y) = max
i=1,··· ,N

|xi − yi|

としても d1, d∞ は命題 1.1の (1)～(3)を満たす．

注 RN では要素（点といったりもしていたが）を x, y, · · · を用いたが，以下では集
合 X の要素（点とも呼ぶ）については x, y, · · · など通常のアルファベットの小文字を
用いる．
定義（距離空間）! "

• X を空でない集合とする．x, y ∈ X に対して，実数 d(x, y) が定義されてい
て，d が次の (d1)～(d3)を満たすとき，d を X 上の距離 (metric)という．

(d1) d(x, y) ≥ 0 であり，d(x, y) = 0 ⇔ x = y

(d2) d(x, y) = d(y, x)

(d3) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) （三角不等式）

• 集合 X と X 上の距離 d の組 (X, d) を距離空間（metric space）という．# $
例 (RN , d1), (RN , d2), (RN , d∞) は距離空間である．
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例 X を集合とするとき

d(x, y) =

{
1 (x &= y),
0 (x = y)

とすると d は X の距離である．この d を離散距離といい，(X, d) を離散距離空間と
いう．

例 C([0, 1]) を閉区間 [0, 1] で定義された実数値連続関数全体とする．f , g ∈ C([0, 1])
に対して

d(f, g) = max
t∈[0,1]

|f(t)− g(t)|

とおくと d は C([0, 1]) の距離となる．
証明 f , g ∈ C([0, 1]) に対して |f(t) − g(t)| は [0, 1] で連続であるから最大値をとる
（定理 0.21）．よって d(f, g) は well-definedである．次に d が (d1)～(d3) を満たすこ
とを示そう．

(d1) d(f, g) ≥ 0 は明らか．また

0 ≤ |f(t)− g(t)| ≤ d(f, g) (t ∈ [0, 1])

より　

d(f, g) = 0 ⇔ f(t) ≡ g(t) on [0, 1] ⇔ [0, 1]上の関数として f = g

(d2) |f(t)− g(t)| = |g(t)− f(t)| より明らか．

(d3) f , g, h ∈ C([0, 1]) とする．このとき

|f(t)− g(t)| ≤ |f(t)− h(t)|+ |h(t)− g(t)| ≤ d(f, h) + d(h, g)

がすべての t ∈ [0, 1] に対して成り立つ．d(f, h) + d(h, g) は t に無関係より

d(f, g) = max
t∈[0,1]

|f(t)− g(t)| ≤ d(f, h) + d(h, g)

つまり d(f, g) ≤ d(f, h) + f(h, g) が成り立つ．!

例 C([0, 1]) を考える．f , g ∈ C([0, 1]) に対して

d(f, g) =

∫ 1

0

|f(t)− g(t)|dt

とおくと d は C([0, 1]) の距離となる．
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証明 f , g ∈ C([0, 1]) とすると |f(t)− g(t)| は [0, 1] で連続であるから [0, 1] で積分可
能である．したがって d(f, g) はwell-definedである．あとは (d1)–(d3)を満たすことを
確認すればよい．(d1)の前半，(d2), (d3)は明らかである．(d1)の後半は注意が必要で
ある．

∫ 1

0

|f(t)− g(t)|dt = 0 ⇒ f(t) ≡ g(t) on [0, 1]

を示す．もしそうでないとすると，ある t0 ∈ [0, 1] が存在して |f(t0)− g(t0)| &= 0 つま
り |f(t0) − g(t0)| > 0 である．|f(t) − g(t)| は連続であるので t0 ∈ (0, 1) としてよい．
|f(t0)− g(t0)| = σ > 0 とすると |f(t)− g(t)| は連続であるから，ある δ > 0 が存在し
て [t0 − δ, t0 + δ] ⊂ [0, 1] かつ

|f(t)− g(t)| > σ

2
t ∈ [t0 − δ, t0 + δ]

が成り立つ．よって

d(f, g) =

∫ 1

0

|f(t)− g(t)|dt ≥
∫ t0+δ

t0−δ

|f(t)− g(t)|dt >
∫ t0+δ

t0−δ

σ

2
dt = σδ > 0

これは d(f, g) = 0 に反する．!

• (X, d) を距離空間，Y ⊂ X, Y &= ∅ とする．このとき Y 上に同じ距離を定義する
ことにより (Y, d) は距離空間となる．(Y, d) を (X, d) の部分空間という．
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