
3 超関数の台
• 簡単のため，N = 1 としてDiracの δ 超関数 δ : D(R) → R を考えよう．このと
き φ ∈ D(R) について suppφ ⊂ (0,∞) であれば，δ(φ) = φ(0) = 0 である．同様
にして suppφ ⊂ (−∞, 0) であっても同様に δ(φ) = 0 である．この事実は次のよ
うに述べられる：δ は R \ {0} で 0である．本節では，簡単のため，RN 上の超
関数に関してその台について解説する．

定義� �
T ∈ D ′(RN) とする．ある開集合 U ⊂ RN が存在して

φ ∈ D(RN), suppφ ⊂ U ⇒ T (φ) = 0

が成り立つとき，T は U で 0であるという．� �
超関数の台を定義するのに必要な１の分割について述べよう．
命題 3.1（１の分割）� �
K ⊂ RN をコンパクト集合（有界閉集合）とする．開集合 U1, · · · , Uk が

K ⊂
k∪

i=1

Ui

が成り立つとする．このとき，ある φ1, . . . , φk ∈ C∞
0 (RN) で

• 0 ≤ φi ≤ 1

• suppφi ⊂ Ui

• K を含むある開集合で
k∑

i=1

φi = 1

を満たすものが存在する．� �
• 証明は略

命題 3.2� �
Uλ ⊂ RN (λ ∈ Λ) を開集合とし，T ∈ D ′(RN) は各 Uλ で 0であるとする．この
とき

U =
∪
λ∈Λ

Uλ

とすると T は U で 0である．� �
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証明

• φ ∈ D(RN) とし，suppφ ⊂ U とする．このとき T (φ) = 0 を示そう．

• K := suppφ ⊂ U =
∪
λ∈Λ

Uλ で K はコンパクトであるから，有限個の U1, . . . , Uk

が存在して K ⊂
k∪

i=1

Ui が成り立つ．

• 命題 3.1により φ1, . . . , φk ∈ C∞
0 (RN) で

0 ≤ φi ≤ 1, suppφi ⊂ Ui, K を含むある開集合で
k∑

i=1

φi = 1

を満たすものが存在する．

• T は Ui (i = 1, · · · , k)で 0なので T (φφi) = 0 (i = 1, · · · , k) である．

• suppφ ⊂ K より φ(x) =
k∑

i=1

φ(x)φi(x) である．

• したがって

T (φ) = T

(
k∑

i=1

φφi

)
=

k∑
i=1

T (φφi) = 0

よって示された．□

定義� �
T ∈ D ′(RN) とする．

RN \
∪

U⊂RN :open, T=0 on U

U

を T の台といい，suppT と表す．� �
注 命題 3.2より T は RN \K で 0である．
例１ Diracの δ 関数 δ について suppδ = {0} である．
例２ Heaviside関数 H が定義する超関数 TH について suppTH = [0,∞) である．
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補題 3.3� �
T ∈ D ′(RN) とし，K := suppT はコンパクトとする．このとき，K を含むある開
集合 U があって φ1, φ2 ∈ D(RN) が

φ1(x) = φ2(x) (x ∈ U)

ならば

T (φ1) = T (φ2)

である．� �
証明

• Ω = RN \K とおく．

• φ = φ1 − φ2 とすると，φ = 0 on K なので suppφ ⊂ RN \K = Ω である．した
がって φ ∈ C∞

0 (Ω) である．

• したがって命題 3.2の後の注により T (φ) = 0 が成り立つ．したがって T (φ1) =
T (φ2) を得る．□

簡単のため１次元のみとするが次のことが成り立つ．
命題 3.4� �
T ∈ D ′(R) に対して，suppT = {0} とする．このとき，ある非負整数 m と，ci
(i = 0, · · · ,m) が存在して

T =
m∑
i=0

ci
djδ

dxj

と表される．� �
証明

• K = [−1, 1] とすると命題 1.4より，ある C > 0 と非負整数 m があって

|T (φ)| ≤ C

m∑
j=0

sup
x∈[−1,1]

∣∣∣∣djφdxj
∣∣∣∣ ∀φ ∈ C∞

0 (R) with suppφ ⊂ (−1, 1)

• x = 0 の近傍で ζ(x) ≡ 1 である ζ ∈ C∞
0 (−1, 1) をとる．任意の k ∈ N に対して

ζk(x) = ζ(kx) とおくと ζk ∈ C∞
0 (−1, 1) である．また，補題 3.3より

T (φ) = T (φζk)
∀φ ∈ D(RN) (3.1)

が成り立つ．
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• 任意に φ ∈ D(RN) をとり

φm(x) = φ(x)−
m∑
j=0

φ(j)(0)

j!
xj

とおく．

• ψk(x) = φm(x)ζk(x) (k = 0, 1, . . . ,m) とおく．Taylorの定理より

φ
(l)
k (x) = φ(l)(x)−

{
m∑
j=l

φ(j)(0)

(j − l)!
xj−l

}
= O(|x|m−l+1) (as |x| → 0)

ζ
(l)
k (x) = O(kl) (as k → ∞)

• これと supp(φmζk) ⊂ (−1/k, 1/k) に注意すると

|T (φmζk)| ≤ C
m∑
j=0

sup
x∈[−1/k,1/k]

∣∣∣∣dj(φmζk)

dxj

∣∣∣∣
≤ C

∑
0≤j+l≤m

sup
x∈[−1/k,1/k]

|φ(j)
m (x)| sup

x∈[−1/k,1/k]

|ζ(l)k (x)|

≤ C
∑

0≤j+l≤m

k−(m+1−j)kl = C
∑

0≤j+k≤m

kj+l−m+1 ≤ C

k
→ 0 (as k → ∞)

• 一方，supp(φmζk) ⊂ (−1/k, 1/k) に注意すると補題 3.3より T (φmζk) は k によ
らないので

T (φmζ1) = lim
k→∞

T (φmζk) = 0

である．したがって再び (3.1)より

T (φ) = T (φζ1) = T (φmζ1) +
m∑
j=0

T

(
φ(j)(0)

j!
(·)jζ1

)

=
m∑
j=0

T

(
φ(j)(0)

j!
(·)jη1

)
φ(j)(0)

• また djδ

dxj
(φ) = (−1)jφ(j)(0) であるから，cj = (−1)jT

(
φ(j)(0)

j!
(·)jη1

)
とおいて

T (φ) =
m∑
j=0

cj
djδ

dxj
(φ)

が成り立つ．□
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