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問題 1 f(z) は領域 D で正則，C は D 内の単純閉曲線で C の内部は D の点のみからなるとする．
z0 を C の内部の点とするとき次の等式を証明せよ：∫

C

f ′(z)

z − z0
dz =

∫
C

f(z)

(z − z0)
2 dz

（Hint: f ′ も D で正則となることに注意せよ．)

問題 2 留数定理を用いて
∫ ∞

0

dx
x3 + 1

を求めたい．以下の問いに答えよ．

(1) 図のように

• 原点と R を結ぶ線分を ΓR

• 原点を中心，半径 R の円のR から Re
2
3
πi の部分の弧 CR

• Re
2
3
πi から原点へ至る線分を Γ′
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を順に結んでできる単純閉曲線を C̃R とする．R > 1 のとき留数定理を用いて
∫
C̃R

dz
z3 + 1

を求
めよ．

(2)

∫
ΓR

dz
z3 + 1

=

∫ R

0

dx
x3 + 1

は明らかであるので証明不要．Γ′
R をパラメータ表示し，次を証明せよ．∫

Γ′
R

dz
z3 + 1

= −e
2
3
πi

∫ R

0

1
x3 + 1

dx

(3) R → ∞ のとき
∫
CR

dz
z3 + 1

→ 0 を証明せよ．

(4)

∫ ∞

0

dx
x3 + 1

の値を求めよ．

問題 3 関数 f(z) = 1
(1 + z2)3

について次の問に答えよ．

(1) 孤立特異点をすべて求め，その種類を答えよ（極の場合は位数まで）．

(2) (1)で求めた孤立特異点における留数を求めよ．
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