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1. (X, d) を距離空間とする． X の点列 {xn} がCauchy列であることの定義を述べよ．

2. 距離空間 (X, d) が完備であることの定義を述べよ．

3. 距離空間 (X, d) において写像 F : X → X が縮小写像であることの定義を述べよ．また，授業
では明らかといいましたが，縮小写像は連続写像であることを証明せよ．

4. 縮小写像の原理を述べ，証明をもう一度書きなさい．

5. (X, d) を距離空間とするとき以下の問いに答えよ．

(1) A ⊂ X (A ̸= ∅) に対して A の直径 diam(A) の定義を述べよ．

(2) A ⊂ X (A ̸= ∅) に対して A が有界 ⇔ diam(A) < ∞ を証明せよ．

6. Cantorの定理を述べよ．また，Cantorの定理において「閉集合」を「開集合」にしてしまうと
定理は成り立たない．そのことを R において例をあげて確かめよ（開区間の単調減少列で長さ
が 0に収束するようなもの例をいろいろ考えてみよ）．

7. [0, 1] 上の連続関数 x(t) で

x(t) = t+ 1
2
sin x(t) (t ∈ [0, 1])

を満たすものがただ１つ存在することを縮小写像の原理を用いて証明せよ．ただし C([0, 1]) は

d(x, y) = max
t∈[0,1]

|x(t)− y(t)|

をすると (C([0, 1]), d) は完備距離空間となることは用いてよい．

Hint 1: x ∈ C([0, 1] に対して F (x) を t+ 1
2
sin x(t) で定義するとこれは連続関数であるので F

は C([0, 1]) から C([0, 1]) への写像である．

Hint 2: 平均値の定理
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