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Abstract.I cxplain hOw to Numerical Silnulation for Drift Difusion equation.In this

drift difusion eq.,we will solve unsyIImetric lnatrix.

・ContrOI V01umc(CV)methOd for dri■ difFusiOn eq.

・BCG― stab(Bicottugate Gradient method‐ Stabilized)

1 はじめに
前回の数値シミュレーションの基礎 (1)において、板の温度分布鶴=z(2,ν )を解 く熱方

程式 :

(1・
1) ごをυ(―κ▽Z)=∫

を例にとり、一連の数値シミュレーションの手続きを村田流 (文献 [11)に解説した。その中

で、現象のモデル化には、積分形式保存則を満足するように差分化するCV(Control Volume)

法が有用であることや、数値解法 (ソルバ)において、ガウスの消去法は理論上は解けるが、

メモリの制約、計算時間の問題から実務上は使えない事を示した。熱方程式 (拡散系のみ)
のような対称行列の場合には、実務上は反復法であるICCG法に頼らざるを得ないことを

実測で示した。

今回は、熱方程式 (拡散系 :―κ▽υ)に移流項 (μ亮)を加えた移流拡散系の方程式を解く

ための数値シミュレーションの手法を解説する。この移流拡散方程式 :

(1.2) ごjυ (―κ▽υ tt μ施)=∫

は、差分化 (離散化)した時に、行列が非線形になるため、ICCG法が使えないので、BCG―

Stab法のようなソルバを使う。

この移流項が入るだけで、方程式は拡散項とのからみで、だんぜん解きづらくなる。離

散化方程式が安定に解けるように仕向けるために、メッシュサイズが関係する(セルペクレ

数として知られる)な ど、やっかいである。この対策の決定版として指数法があり、半導体

デバイス解析の分野では、Shafetter・ GuIImel法 として呼ばれている。

2 CV法 による熱方程式 (純拡散)の離散化
この部分は前回「数値シミュレーションの基礎 (1)Jと 同じである。Fig■ のシミュレー

ション場の点iの i点回りに、小領域PQRS(Control volumcと いう)を作り(Fig.2)、 その
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Fig.2.LIesh for CV method

周囲を
「
に見立てて、熱方程式 (積分形):

(2.1)
J:(―
κ▽鶴

)・
2 JS=Jl∫αυ

のCV法による離散式を作る。左辺の線積分は次式のように細分化できる。

(2.2)
1(一
κ▽ 鶴 )・ 2 JS=/ち

 + 鬼 R + /:s + 兎 P

右辺の面積分は次式として始末し、節点 iでのんを求める。

。0二 =ル Jυ =ル写等+ん等等+ん写等+ん写等嘔]
最終的に、左辺を、しを_れ ,υ万-1,鶴 j,υⅢl,υttm項毎に整理すれば、第づ番方程式は、

(2.4) αj,`一 mυイーπ+Q,イーlυ」_1+α j,イυィ+α
`,二

十1じを+1+αを,イ十mυJ+m= 洗

となり、左辺の各係数は、次式となる (前回と同じ)。
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Fig.1. Silnulation Field

(2.5)



かくして、A(αた,プ )U(鶴ん)=F(九 )の η×η帯行列

方程式 (対称)ができる (Fig.3)。 Fig.1の通し番

号の節点J(=1→ 100)は、
J=m×

(」
-1)+ん

な」およち■ 旨亀子を『 l[lλみ客層?層?警
)A・U

だ簡単に、んα=んπ+=んπ_=1卜πl,んν=んν十
=んν_=11"・]である。今、どP=dO=αR=ds=
1け置場子]とすれば、式(2.5)はそれぞれ、Q.=4.0
αイ.jれ =~1・O αj,ィ 1=~1・ O αj,J+1=~1・ 0 Fjg.3.3απイ」Иαtrtc

αj,イ+m=~1・0と なる。
Fig.1の両側の伝導率κには、前回と同様な段差をつける。M」=1の場合には、
を=1→ 10 妨(2,ν)=DF(一定値 )
づ=101→ 110  亀(2,ν)=DF(一定値 )
それ以外は、κィ(2,ν)=1・ 0とする。

しをは節点 1～ 100ま でだが、κJは 1～ 1loま であることに注意。この変数 DFを 、DF=
1.0[涙警扇]にすれば、κ=1-定 の固定境界、DF=0.0に すれば、両サイドはノイマン
境界 (―κ▽じ=0)と 同じになる。
右辺の熱源も、前回と同様に与える。M」 =1の場合には、熱源を節点 jに対して、

i=42 to 44,i=52 to 54では: 九=+0.2[豊 ]

i=46 to 48,i=56 to 58では: ん=-0.21豊〕
とする。M」 が2以上の場合には、MJ=1の時の点内にある補間点には同様の熱源を与え
る。プログラム上では、本来熱源密度は面に対して与えるべきであるが、簡単のために、各

点 iの ■にじかに格納している。以下その部分。

3 移流拡散系の解法
これまでの純拡散系の方程式 :

(3.1)                   ごjυ (一κ▽し)=∫

に、いわば温度uに比例して熱が流れていくという移流項 (+μん)を加えた移流拡散系の

方程式 :

(3.2) Jをυ(―κ▽Z+μ bじ)=∫

の解法を考える。式 (3.2)において、解を簡単に左右対称とするために、移流
ベクトル」を、

び=(0,1)T=(b",り )T (ら の矢印は注意のため)

do j=5*M」-1,6*MJ-1

do i=0,2*M」

F(M*」 +2*MJttI)=0.2*hx*hy

F(M*J+6*M」 +I)=-0.2*hx*hy



(3.0

となり、

(3.5)

とする。また、拡散係数κ(π ,7)と 移動度μ(2,ν )の比 :骨 =θ。を一定値%とする。これは
半導体デバイスの世界では、格子温度一定ならば、Einstdnの関係として知られる。半導

体内キャリア(電子など)の移流拡散では、び=▽ψ (ψは電位)と なる。

はじめに、CV法により式 (4.2)の積分形 (次式)を前回同様に、そぼくな中心差分に
よって離散化する。

(3.3)                J:(―κ▽υ+μ b鶴 )・πごS=ノ
|∫
dυ

Fig.2の小領域PQRSの回りに、左辺は、

f(―
κ▽じ+μ b鶴 )・ 2 as=」ι。 + 比R 十 几s + 兎P

l。
圭
(一

ごズ竺
元着
三)+μP鋤ズLサ 三

う
←⇒写

+(ごο(竺
元芦
三)+μο鋤ズ竺t芦

三
》
←⇒写

旬まらν=1

などとして書き下す。ここで、T点での場は ≒ォ■ヽ同様にしJは
し
'十

υ,1、 w点 での発
は≒蓑寸、同様にしJは・

+篠 m、 などと、各点でのυィを使って差分化している。また、伝
導度κ(π ,ν )と移動度μ(π ,ν )は、メッシュで区分けした面内は一定と考えて差分化する。たと

えば、P点でのκ(2,ν )≡ dPおよび、μ(π ,ν )≡ μPは、4点を,j―π,を一鶴-1,を -1が囲む面
内一定として、プログラムレベルでは,F(j)に格納するなど工夫する。配列,Fの範囲は、
DF(Ⅳ +″ )ま で必要となる。bは今、簡単のため場所に寄らない設定 :b=(bX,by)=(0,1)
とするが、あえてbx,byは残しておく。

式 (3.5)の ように、式 (3.4)の右辺 4項全部を書き下だし、鶴ガ_れ ,鶴j_1,しを,じ汗1,υttm項
毎に整理すれば、第j番 (格子′点番号)方程式 :

(3.6) αイ,イーれZ`―れ+α j,イ _lυ j_1+α j,jじj+αを,`+lZイ+1+αけ,jttmZじ+η = ニ

ができる。この時、式 (3.6)の左辺の係数は、次式となる。
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)in?やミLlπ≒魂tl戴(ζぶ城指2
量
F,ょ」じP4撃嵩借身″

じ
占?:ij≧鶴『難し与:竜

｀
ら1:l洛:島llttirr筐 :;と、各係数は次のように簡単になる。

%=生 Q嚇 =‐Q怖 4-:p+島 4ぃ 一 :p― Q鳳 嚇 =‐Ю

となる。問題を簡単にするのは、んπ=んν=1卜π]とすることより、むしろ、あみ目を均

等 :んπ=んνとすることの方が主役である。

これら係数も、上側のノイマン境界の節点 (CD上)では、左辺の積分区間をFig。 2の下
半分だけにする必要があり、扱いが異なる。線積分は、

(3.8) 十九 鬼υ
となり、CD上の節′点では、係数は、式 (3.7)と 同様の手順を経て次式となる。
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また、Fig。 1の両側の伝導率κには段差をつけている(κ =DF)ので、その始末が必要と
なる。赤 =%と なる。その時、M」=1で均等あみ目の場合には、じ=1→ 9の各係数は、

%=;Pル 4+倒

αj、イm=0・ 0,  αを,j_1=

い1-:トー等)+D・1-響1,Qttm

と設定してある。し。=0な らば、
右辺の熱源の始末は、
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となる。ここで、節点をに隣あう点 j― πには、固定境界があるので、違った扱いをする

必要がある。例えば、左側に固定境界υ=υ。(=0)を持つ E′点(Fig.1)の場合には、ウ番方

程式が、

(3.11)   αを,jm鶴0+α j,`_lZを 1+α j,jυ
`+α
j,j+1鶴イ+1+α j,づ十π%十m=ニ

となる。この時、未知数項でないαづ._πυ。は、右辺に移項してんの仲間に入れる。したがって、

(3.12)   αJ,Jl鶴 jl+α j,`Z`+α j,J+1鶴づ+1+α づ,j+π Zjttm=ん ― αィ,J πυ0

を解 くことになるので、式 (3.10)に おいて係数 Q″ _れは、

αけ,j-772=0・ 0

なおさら簡単で、右辺に手を加える必要はなくなる。

九=兎 ∫ごυ

の面積分になる。Fig.2の面 PQRSか ら、発生または吸収される熱量を4つの部分の合算で

求める。伝導率κの場合のように、面 (i,i― m,i― m-1,i-1)内は一定の熱源をもつとして離散

化するので、この面の熱源を、ル喰光籍]とすれば、:面 (iWPT)に 当たるん
への寄与は、

ル場
二也
ケ [霊](厚 さが 1卜m]あ ると思う)と なる。
したがって、節点」でのんは、

0■の ん=ル写午+ん等年十九等等+角写等 [豊 ]

と求まる。んπ=んν=1な らば、九二:(ん 十九十」R+ん )。
当然、上側のノイマン境界上の節点(CD上 )では、積分区間が下半分しかないので、

んοο=ル写写+ん等写 [豊 I

となる。熱源んのシミュレーション条件の与え方は、純拡散の時と同じにする。ここまで

は、移流項が加わった事を除けば、手順は純拡散の熱方程式 (1.1)の時と同じ。

こうして、積分形の移流拡散方程式 (3.3)を 、保存則を満足するように離散化 (CV法 )
した、i番方程式は、υj_π ,υを1,鶴j,じ J+1,じ」十m項を持つ、非対称帯行列になっている。こ

こで、離散化方程式 (i番方程式)が安定に解けるように仕向けるために次の条件を課す。

(3.14)



すべての節点iにつき、 αィ>0かつ αj± 1≦ 0,αjttm≦ 0
となるようにせよ。

そのためには、係数αに現れる、すべての 1■ 学  の形の式が >0すなわち、

ぃっ    1午 ドλ l争に2
が成立するように、あみ目を細かくすればよい。この c,ν方向の 1幾許 |, 1幾ル |を 、

それぞれπ,ν方向のセルペクレ数と言う。このセルペクレ数を2以下におさえないと、ト

ラブルが生じる事が昔から知られている (非対称の場合の問題の 1つ )。 このシミュレー

ションでは、均等あみ目の場合に、セルペクレ数が、

IGユπl,1島んνl,または 1島 |,1島 |

となるので、偽 <2・ MJ(こ こでノ」≧1)に設定すれば、問題なしとなる。しかし、セル

ペクレ数が 2を大巾に超える場合は、精度的に不安となる。そのような状況の下では、い

わば決定版として、差分にこれまでの中心差分ではなく、指数法を用いなければならない。

これは、半導体デバイス解析の分野では、Sharfetter―Gunnel法 と呼ばれる。この指数法に

ついては、後述する。指数法の説明の中で、中心差分の位置付けを述べるとともに、セル

ペクレ数が 2を超えた場合の実害を見ることにする。しばらくは、中心差分のままでいく。

係数を見ると、

αJ,づ =~(α :,ィ 1+αを,ィ+1+αJ,j_122+αじ,ィ+m)

すなわち、行列は、行対角優位 になっている事が分かる。行対角優位の場合は、

Aが正則 ■ 軸選択なしのガウスによつて
終 りまで LU分解ができる → ガウスで解ける。

軸選択がないと、演算量は半分、メモリは:ですむ。ソル
バとしては、軸選択なしの帯ガウ

ス (対称でない)で良いことになる。プログラムレ
ベルでは、サブルーチン :

BGLU(左辺の前進消去 )、  BGSLV(右辺の前進消去と後退代入 )
が受け持つ。配列は、

αj,J:スバを), oり ,ィ+1:AB(j), αj,j+m:スσ(づ ), αj,j_1:ス Bl(t), α
`,J_17t:ス

σl(づ
)

に対応 している。以下に、プログラムリストを示す。

IMPLICIT REAL夫 8 (A― H′ ○―Z)
REAL■ 4 CPUT
PARAMETER(M」 =1′ M=MJ☆ 10′ M2=MJ■ 11-1′ N=M★ M2′ EPS=1.OD-7)
DIMENSION AR(― M:M′ N)′ AA(N)′ AB(― M:N)′ AC(― M:N)′ F(N)′ WK(M)
+′         ABl(― M:N+M)′ ACl(― M:N+M)
+′   FQ(N+M)

C
READ(5′ ★)DF
WRITE(6′ ■) ′ t DF= ′′DF
WRITE(6′ ■) ′ t M= ′′M′ ′ M2= ′′M2′ ′ N= ′′N
FM」= DFLOAT(MJ)
DHX=1.ODO/FM」
DHY=1.ODO/FM」

CC
COニー0.5D0
WRITE(6′ ☆) ′ t CO= ′′CO
DH=1.ODO/FM」
COH=cOttDH
COH2=0.5DO'COH



C

IF(DF .EQ. 0.ODO)THEN
、COH2=0.OD0
ENDIF
D0 10 1=1′ M-1
AA(I
AB(I
AC(I

= 0.5DO'(DF'4.ODO+4.ODO)
=-0.5DO☆ ((1.ODO― COH2)+DF☆ (1.ODO― COH2))
=-0.5DO★ 2.ODO

ABl(I)=-0_5DO★ (DF★ (1.ODO+COH2)+(1.ODO+COH2))
AC■ (I)=0.OD0

10 CONTINUE
ABl(1)=0_OD0

AA(M)= 0.5DO★ (DF☆ (2.ODO― COH2)+(2.ODO―COH2))
AB(M)=0.OD0
AC(M)=-0.5DO★ 1.OD0
ABl(M)=-0.5DO☆ (DF'(1.ODO+COH2)+(1.ODO+COH2))
AC■ (M)=0.OD0

COH2=0.5DO'COH
D0 30 」=1′ M2-2
D0 20 K=■ ′M-1
AA(M★」+K)=4.ODO
AB(M☆」+K)=-0.5DO★ (2.ODO― COH)
AC(M★」+K)=-0.5DO★ 2.OD0
AB■ (Mtt」+K)=-0.5DO☆ (2.ODO+COH)
ACl(M★」+K)=-0.5DO夫 2.ODO

20   coNTINUE
ABl(M☆」+1)=0.ODO

AA(Mキ 」+M)= 0.5DO★ (4.ODO― COH)
AB(M☆」+M)=0.OD0
AC(M★ 」+M)=-0.5DO■ 1.OD0
ABl(M☆」+M)=-0.5DO☆ (2.ODO+COH)
ACl(Mtt」 +M)=-0.5DO★ ■.ODO

30 coNTINUE

IF(DF .EQ. 0.ODO)THEN
COH2=0.OD0
ENDIF
D0 40 1=N― M+1′  N-1
AA(I)= 0.5DO★ (DF☆ 4.ODO+4.ODO)
AB(I)=-0.5DO☆ (DF★ (1.ODO― COH2)+(1.ODO―COH2))
AC(I)=0.OD0
ABl(I)=-0.5DO★ ((1.ODO+COH2)+DF★ (1.ODO+COH2))
ACl(I)=-0.5DO■ 2.ODO

40 CoNTINUE
ABl(N―M+1)=0.ODO

AA(N)= 0.5DO★ (DF★ (2_ODO― COH2)+(2.ODO―COH2))
AB(N)=0.ODO
AC(N)=0.ODO
ABl(N)=-0.5DO★
AC■ (N)=-0.5DO☆

(1.ODO+COH2)+DF'(1.ODO+COH2))
.OD0

D0 50 1=1
AR(0′ I
AR(1′ I
AR(M′ I

′N
=AA
=AB
=AC

I

I

I

AR(-1′ I)=ABl
AR(― M′ I)=AC■

Ｉ

Ｉ

50 CONTINUE
C
☆C    Uhen ☆丈☆



D0 60 J= 5夫 M」―■′ 6★ MJ-1
D0 70 1=0′ 2夫 M」
F(M tt」  +2☆ MJ+I)= 0.2DO■ (DHX★ DHY)
F(M★ 」 +6★ MJ+I)=-0.2DO★ (DHX☆ DHY)

70   CONTINUE
60 CONTINUE
C
CALL CLOCK0

C
☆C    AR☆ U=F wo Toku, Kotae ――> F ★★=
CALL BGLU( N′  M′  AR′  EPS′  IR′  WK )
CALL BGSLV( N′  M′  AR′  F )

C
CALL CLOCK(CPUT)
UMIN=F(1)
」UMIN=■
KUMIN=■
UMAX=F(1)
」UMAX=1
KUNIAX=1
DO ■30 」=1′ M2
D0 120 K=■ ′M
I=M★ (」―■)+K
IF(F(I).LT.UMIN)THEN
tIMIN=F(I)
」UMIN=J
KUMIN=K
ENDIF
IF(F(I).GT.UⅣ AX)THEN
UMAX=F(I)
」UNIAX=J
KUⅣlAX=K
ENDIF

120   CONTINUE
130 CONTINUE
C
WRITE(6′ ☆) ′ t M」 = ′′MJ
WRITE(6′ ■) ′ t CPUT= ′′CPUT
WRITE(6′ ☆) ′ t UMIN′ (x′ y)= 

′
′tJMIN′

′
(′ ′」UMIN′

′
′
′
′KIIMIN′

′
)′

WRITE(6′ ★) ′ % UMAX′ (x′ y)= 
′
′tIMAX′

′
(′ ′」UMAX′

′
′
′
′KUIIAX′

′
)′

C
WRITE(6′ ☆) ′ z=[ ′

C
CC    D0 80 K= M′ M」 ′―MJ
CC      WRITE(6′ 2000) (F(M=」 +K)′ J=MJ― ■′MJ☆ 10-1′ MJ)′

′ ′ ′

CC 80 CONTINUE
★C    MATLAB You ★★★

D0 80 K= M」 ′M′ MJ
WRITE(6′ 2000) (F(Mtt」 +K)′ J=MJ―■,MJ★ 10-1′ MJ)′

′ ′ ′

80 CONTINUE
2000 FORMAT(lH ′10F6.2′ A3)

WRITE(6′ ☆

WRITE(6′ ☆
′ ], ′
′ contour(0:1:9′  0:1:9′  z′ 10),′

C
STOP
END

CCC
SUBROUTINE BGLU ( N′  M′  AR′  EPS′  IR′  WK )
IMPLICIT REAL★ 8 (A― H′ 〇―Z)
DIMENSION AR(― M:M′ N)′  WK(M)

C                      ☆★☆☆★

c forward elimination for A
IR = 0
D0 100 K = 1′  N



C
IF( ABS(AR(0′ K)).LE.EPS ) THEN
IR= IR+1
RETURN
END IF

C
C ★ ☆★ ★ ★ ★ ★ ★ ★ ★ ☆ ★ ☆ ☆ 夫 ☆

★ ★ ★ ★ ★ ☆ ☆ ■ ☆ ☆ ☆ ★ ★ ★ ☆ ☆ ★ ☆ ★ ☆ ☆ ★

D0 125 」 = K+1′  MIN(K+M′ N)
125      WK(」―K)= AR(J― K′ K)
C          ★ ★ ☆ ☆ ☆ ☆ ☆

C ★ ☆ ☆ ★ ★ ★ ★ ★ ☆ ★ ★ ★ ★ 夫 =☆
★ ★ 夫 ★ ★ ☆ ☆ ☆ ★

=☆
☆ ★ ★ ☆ 夫☆ ■■ ☆ ☆ ★

C
D0 130 1 = K+1′  MIN(K+M′ N)
AR(K― I′ I)= ―AR(K― I′ I)/AR(0′ K)
T = AR(K― I′ I)
DO ■40 」 = K+1′  MIN(K+M′ N)

140       AR(」 ―工′I)= AR(J― I′ I)+T★ WK(J― K)
C                                   '・

★ ☆ 十 ★★

130    CONTINUE
C
100 CONT1lquE
RETURN
END

C
SUBROUTINE BGSLヽ ア ( N′  M′  AR′  B )
IMPLICIT REAL■ 8 (A― H′ ○―Z)
DIMENSION AR(一 M:M′ N)′  B(N)

C                    ★☆★
'

C forward elimination for B
DO ■00 K = 1′  N

C
T=B(K)
D0 1■ O I = K+1′  MIN(K+M′ N)

110     B(I)= B(I)+AR(K― I′ I)☆ T
100 CONTINUE
C
C backward substitution for B
D0 200 K = N′  ■′ -1
S=B(K)
D0 2■ 0 」 = K+1′  MIN(K+M′ N)

210     s ‐ s―AR(」―K′ K)☆ B(J)
B(K)= S/AR(0′ K)

200 CoNTINUE
RETURN
END

プログラム上で、DF(Fig.1の両倶1の伝導率κ)=0.0と 指定した時には、両側をノイマン

境界 (■ux=0:一κ▽υ+μん =o)とするために、
じ=1→ mでは 仇 =(廿 )=0・0, t=η ―m+1→ ηでは 偽 =0.0

と設定する。

MJ=20の時に、対称行列となる:αjυ (―κ▽鶴)=∫ の行列方程式を、対称帯ガウス (BS―
GLU)と非対称帯ガウス(BGLU)を使つて解くと、それぞれ言ヤ算(CPU)時間は次のように

なる。

Table l CPU time performance for SOlver(BSGLU,BGLU)

M」 CPU time(s)

20 IBSGLUi Symmetric,m=200,N=43800,Memory=70MB:  9
20 IBGLU]unSymmetric,m=200,N=43800,Memory=140MB: 79
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非対称帯ガウス (BGLU)では、対称帯ガウス (BSGLU)に比べ、当然メモリは 2倍必要で、
かかるCPU時間は 8倍強になる。

4 BCG― Stab法

帯ガウスの計算量、メモリ上の限界 (デバツグには必要だが)は、熱方程式で見た通

りであるので、反復法に頼らざるを得ない。帯ガウスの行列 :AR(―M:M,N)(熱方程式で

は AR(0:M,N))は 、M」=20でメモリ140MB必要となり、MJ=25では主メモリ256MBの

計算機では解けない。したがって、ICCG法と似て Aの不完全 LU分解を利用し、B卜 CG(双
共役勾配法)を改良した Bi―CGSTAB(BCG― Stab)法を、反復法用のソルバーとして推奨し

(文献降I)使う。BCG― Stab法の基本算

法をFig.4に示す。実際には Aの不完
全 LUを Kと して、K~lAx=K~lb
を解く。それには上記 Aの ところを
K lAに変え,ま たγ。を K~1(b― Ax。 )
としてスタートする。基本算法に基づく

サブルーチンBCGSTB2(=BCG― Stab

(1,2))は次のようになる。記法 (1,2)は
不完全LU分解に起因しており、L,Uの
要素として、それぞれに1本ずつ多く使

う所からきている。精しくは前回の「数

値シミュレーションの基礎 (1)」 を参照

のこと。 Fig.4.Algorithrn for Bi― CGSTAB

SUBROUTINE BCGSTB2(AA′ AB′ AC′ AE′ UB′ DI′ ABl,AC■ ′AE■ ′UBl′ P′ V′ W′ BO

′RO ′X′ AP′ EPSLON′ ERR′ Ml′ N′ KCOUNT′ BNRM′ AEE′ EE′ RR)
IMPLICIT REAL★ 8 (A― H′ ○―Z)
DIMENSION AA(N)′ AB(一M■ :N)′ AC(― Ml:N)′ DI(―Ml:N)
+′    P(―Ml:N+Ml),W(― Ml:N+Ml)′ BO(N)′ X(一 Ml:N+Ml)

|: ABlil鋭 l:χl品Υ:i螢きΥlと立Υ:(軍薔li)も色111品Υ:鳥Y主1),AEl(― M■ :N+Ml)
+′  AEE(一 Ml:N+Ml)fEE(― M■ :N+Ml)′ RR(―Ml:N+Ml)′ RO(N)

DO ■O I = ■′ N
10  V(I)=BO(I)― (AA(I)★ X(I)+AB(I)★ X(I+1)+AC(I
+            +ABl(I)☆ X(I-1)+ACl(■ )☆ X(I一Ml)

贅★☆    KOKO DE WA  V = B ―AX DE ARU  贅★★

☆X(I+Ml)

D0 30 1 = 1′  N
30  W(I)=(V(I)―ACl(I)'W(I―Ml)― UBl
D0 40 1 = N′  1′  -1

(I)夫 W(I-1)― AEl(I)☆ W(I― Ml+1))★ DI(I)

40  W(I)=W(I)― DI(I)・ (UB(■ )☆W(I+1)+AC(I)
KOKO DE WA    W = I卜 ■|(LU)★ (B―AX)
CR= 0.ODO
D0 60 1 = 1′  N
P(I)=W(I)
RR(I)= W(I)
RO(I)=W(I)

60   CR = CR tt W(I)☆ W(I)
☆キ★        ITERATIONテ    KONO ATOf V O V′ W O

χ罐初期解とし

γo=b ttAχ O;γ6=γo;PO=γ 0

w/2′た l γπ+11<`ρ∫*口 b‖ ′ο

θ″=γ
“
一Q4AP"

ζl= (Aθ ",θ")/(Aθ ",Aθ ")
‰十1=ふ +∞ヮ″+争ι″
7.+1=θ 4-ζ4Aθ

"

β4=(αれκン)・ (γ6,74+1)/(γ 6,74)
P"+1=γ"+1+β″

・(P,一ζ″フ");“ =“ +1

☆W(■ +Ml)+AE(I)☆ W(I+Ml-1))
DE ARU    ☆☆★☆★☆

B′―CGSTABの 算法 :Aχ=|を解 くのに、

Q TO SHITE TSUKAU  
★★★



DO ■000 K = 1′  400
DO ■00 1 = 1′  N
AP(I)=AA(■ )☆ P(I)+AB(I)'P(I+■ )+AC(I)★ P(■ +Ml)
+         +ABl(I)・ P(I-1)+AC■ (I)☆ P(■―Ml)

■00  CONTINUE
D0 110 1 = 1′  N

l10  W(I)=(AP(I)― ACl(I)☆ W(I一 Ml)― UBl(I)☆ W(I-1)―AEl(I)☆ W(I― Ml+1))☆ DI(I)
DO ■20 1 = N′  1′  -1

120  W(I)=W(I)― DI(I)☆ (UB(I)★ W(I+1)+AC(I)'W(I+Ml)+AE(I)☆ W(I+Ml-1))
★☆☆          W = Iヽ アヽ(LU)★ AP  DE ARU  ★★★

SIG= 0.ODO
D0 130 1=1′  N

130   SIG = SIG+RO(I)★ W(I)
ALFA = CR/SIG

D0 140 1=1′ N
140  EE(I)= RR(I)― ALFA☆ W(I)

D0 150 ■ = ■′ N
150  AEE(I)=  AA(I)★ EE(I)+AB(I)キ EE(I+1)+AC(I)★ EE(I+Ml)

+AB■ (I)☆ EE(I-1)+ACl(I)★ EE(エーMl)
DO ■60 1 = ■′ N

160  V(工 )=(AEE(I)― AC■ (I)★ V(I―Ml)― UBl(I)★V(I-1)― AEl(I)'V(I― Ml+1))☆ DI(■ )
DO ■70 1 = N′  ■′ ―■

■70  V(I)=V(I)― DI(I)★ (UB(I)★ V(I+1)+AC(■ )■V(I+Ml)+AE(I)・V(I+Ml-1))
★■■           V = INV(LU)☆ A'E DE ARU  ★|■
EEV= 0.OD0

w= 0.OD0
DO ■80 1= 1′ N
EEV= EEV+EE(I)'V(I)

180   W = VV +V(I)・ V(I)
OMEG =EEV/W

D0 190 1= 1′  N
X(I)= X(I)+ALFA★ P(I)+OMEG■ EE(I)

■90   RR(I)=EE(I)-OMEC☆ V(I)

CR=0.ODO
ERR = 0.ODO

D0 200 1 = 1′  N
CR = CR+ RO(I)'RR(I)

200   ERR = ERR+RR(I)'RR(I)
ERR = DSQRT(ERR)/BNRM
IF( ERRoLT.EPSLON )  GO T0 2000

BETA = CR/(OMEG☆ SIG)
D0 300 1 = 1′  N

300   P(I)= RR(I)+BETA☆ (P(■ )一〇MEGtW(I))

■000 CONTINUE
2000 KCOUNT = K
RETURN
,Nn

KOKOMADE *夫 ☆★・ ■■★=☆ ■■夫■■★★十夫

このソルバ BCG― Stab(1,2)を 使い、ICCGの時と同様に、そのタト傾Iの IN(プログラム
上)ループで、実際に解くAU=Fの収束精度を評価しておく必要がある。
kct=0

x。 を選ぶ

bnrm=|IF‖ の計算
CALL UPILU2:θ =A。 を不完全 LU分解 (A。 =A+o
while ‖F一 五x‖ /bnrm>EPSN do
CALL BCGSTB2:(び ~TAび 技 =び―Tb本目当を解 く)
kct=kctttkcount

０
４

kcount回 の反復



BCGSTB2内の判定値 :EPSICWは EPSNよ り小さく、場合によるが EPSN/16程度がよい。
ここでの例では、1回の BCGSTB2で全体の評価値 EPSNよ り小 さくなる。EPSN=10~5
で、帯ガウスの結果とBCGSTB2の 結果は、7桁まで合 う。
初期近似の x。(=BW(I))には、

x。 =0.0
を与えているが、κ,μ ,ら に段差があり、複雑な場合には、それらしい初期値を与えないと

収束しない。初期値の善し悪しで、収束時間も変わってくる。プログラムレベルでは、次

のようになる。上記、計算主部は、プログラム上では□内である。

IMPLICIT REAL☆ 8 (A― H′ O― Z)
REAL☆ 4 CPuT
PARA14ETER(M」 =20′ M=MJ☆ 10′ M2=MJ■ 11-1,N=M★ M2′ EPS=1.OD-7)
DIMENSION AA(N)′ AB(―M:N)′ AC(‐ M:N)′ F(N)′  WK(M)
+′         ABl(_M:N+M)′ ACl(― MLN+M)
+′    FQ(N+M)
+′   Bl(N)′ BW(―M:N+M)
+′   DI(―M:N)′ P(― M:N+M)′ W(―M:N+M)
+′   X(― M:N+M)′ AP(N)′    UB(― M:N)′ AE(―M:N)
+′    AF(― M:N)′ AFl(― M:N+M)′ AEl(一 M:N+M)′  UBl(一M:N+M)
+′    V(― M:N+M)
+′    RRA(―M:N+M)′ PA(―M:N+M)′ RR(―M:N+M)′  RO(N)

DATA EPSN/1_OD-5/′ NIT/■ 28/
EPSICW=EPSN/16.0

USHIRB=1_0■ DO
UU=0.98D0
0.98(Best)☆ ☆★
ISTB=3

<離散化部>

CALL CLOCK0
C
tC    BW(Ui)nO Syokiti
D0 11l K=1′ N

lll   BW(K)=0.OD0

A☆ U=F wo TokuF Kotae
BNRM=0_0
D0 110 1=1′ N

l■ O   BNRM=BNRM+F(I)
BNRM=DSQRT(BNRM)

.EQ.3)THEN               uB′
DI′ USHIRB

IF(ISTB             
′AB′ AC′ AE′ AF′〕C      CALL UPILU4(N′ M′ AA

′AFl′ UBl)′ABl′ AC■ `AE13B′
DI′  UU

~   +                    AB′
AC′ AE′ AF′ 【CALL ILUCM3(N′ M′ AA`

′ABl′ AC■ ′AE■ ′AFl′ UBl)
ELSE IF(ISTB.EQ.2)THEN
CALL UPILU2(N′ M′ AA′ AB′ AC′ AE′ UB′ DI′  USHIRB
+                     ′ABl′ ACl′ AEl′ UBl)
CALL ILUCM2(N′ M′ AA′ AB′ AC′ AE′ UB′ DI′  UU
+
ENDIF

D0 226 1=1′ N
226   X(I)=BW(I)

′ABl′ ACl′ AEl′ UBl)

Ｃ

（
ヽ

■

Ｃ

Ｃ

Ｃ

Ｃ

　

　

Ｃ
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Ｃ

Ｃ

Ｃ

Ｃ

KCT=0
D0 230 1N=1′ NIT
IF(ISTB.EQ.3)THEN
CALL BCGSTB3(AA′ AB′ AC′ AE`AF′ UB′ DI′ ABl′ ACl′ AEl′ AF■ ′UBl′ P′ v′ W′ F
+        ′RO ′X′ AP′ EPSICW′ ERR′ M′ N′ KCOUNT′ BNRM′ RRA′ PA′ RR)
ELSE IF(ISTB.EQ_2)THEN
CALL BCGSTB2(AA′ AB′ AC′ AE′    UB′ DI′ ABl′ ACl′ AEl′    UBl′ P′ V′ W′ F
+        ′RO ′X′ AP′ EPSICW′ ERR′ M′ N′ KCOUNT′ BNRM′ RRA′ PAf RR)
ENDIF

KCT=KCT+KCOUNT
CNR=0.ODO
D0 116 1=1′ N
Bl(I)=F(I)― (ACl(I)'X(I― M)+ABl(I)tX(I-1)

+        +AA(I)☆ X(I)+AB(I)☆ X(I+■ )+AC(I)夫X(I+M))
Bl(I)=F(I)― (AC(I― M)☆ X(I一 M)+AB(I― ■)・ X(I― ■)
+AA(I)☆ X(I)+AB(I)☆ X(I+1)+AC(I)★ X(I+M))

116     cNR=CNR+B■ (I)☆ Bl(I)
CNR=DSQRT(CNR)/BNRM

WRITE(6′ 5800)IN′ X(」■)′ X(J2)`X(J3)′ x(J4)′ CNR′ KCOUNT
5800   FORMAT(3H  お′x′ 14′ F■ 0.5′ F■ 0.5′ F■ 0_5′ F10.5′ D■ 4.6`15)
IF(CNR.LT.EPSN)GO T0 250
EPSICW=EPSICW/2.0

230 CoNTINUE
250 CONTINUE

D0 220 1=1′ N
C      BW(I)= X(I)'・ ・
220   F(I)= X(I)

BCGSTB2は 、1次元配列 (・ 個程度)を 、AA(al.),AB(αづ
`+1),AC(Q,・

Im),ABl(Q.1),
ACl(Q‐ m)も 含め、作業領域など20本必要とするので、mが loく らい (MJ=1に本目当)か
ら、帯ガウス (AR(―m:m,n)を使う)と BCGSTB2の、CPU時間、メモリ量に差が出始める。
シミュレーション条件:偽(=労 )≡ 0・5,DF=1.0の下で、MJ=20の時、m=200,n=43800と
なり、メモリ量、CPU時間は、BGLU(りけ寸称帯ガウス):140MB(103秒)、 BCCSTB2:
7MB(4秒 )の差となる。この時、BCGSTB2の前処理である不完全 LU分解には、サブルー

チンILUCM2を使った。この資料では、後で、不完全 LU分解を安定に進行させる「おま
じない」として 2通 りの方法を比較し評価するが、ILUCM2は 、前回 (:純拡散)の ICCG
の前処理に使ったICDCMPを 非対称行列用に拡張したものである。

Tablc l Solver(BGLU,BCGSTB2)perfOrmance for MJ(meSh SiZe)

ILUCM2(U=0.98),a=0.5,DF=1.0

h/1J N AR(MB) BGLU(s) BCGSTB2(s)[MBl kcount umj。 (C) υmα″(C)
1 100 0.016 0. 0.Ю .01q -0.5690 0.2532

5 2700 2.16 0. 0.p.4司 29 -0.2562 0.1428

10 10900 18 1 1卜 .η 25 _0.2243 0.1294

15 24600 59 5 1旧q 33 _0.2140 0.1247

20 43800 140 103 4 岡
ウ
′
И
仕 -0.2089 0.1225

30 98700 474 [lq 72 -0.2039 0.1203

40 175600 1124 25 p司 93 -0.2015 0.1192

Table lに 、M」 を変えた時の各 ソルバの CPU時間、メモ リ量および、BCGSTB2内の1又束

14



反復回数 :kcount、 温度しの最小値 :じπれ、最大値 :しmα″を示す。この言ヤ算では、ILUCM2

における後 (う しろ:人の名前)のパラメータは、び=0.98と した。このUは、プログラム

上では、変数 DIVの右辺の最後にかかつており、不完全LU分解が安定に進行するための

まじないである。

SUBROUTINE ILUCM2( N′ M ′AA′ AB′ AC′ AEfUB′ DI′ U′ AB■ ′ACl′ AE■ ′UBl)

IMPLICIT REAL☆ 8 (A― H′ O― Z)
DIMENS10N AA(N)′ AB(― M:N)′ AC(― M:N)′ DI(―M:N)′
+         AE(― M:N)′ UB(― M:N)′
+         ABl(― M:N+M)′  AC■ (一M:N+M)′ AEl(―M:N+M)′ UBl(―M:N+M)
DO ■00 1 = ■′ N

AE■ (I)= ―AC■ (I)☆ UB(I― M)☆ DI(I― M)
UBl(I)= ABl(I)― AC■ (I)☆ AE(I― M)☆ DI(I一M)

DIV=AA(I)― UBl(I)☆ UB(I― ■)夫 DI(I-1)―AC■ (I)☆ AC(I― M)★ DI(I一M)
+
+ _(u含]11手 litllIIΥ lきIi:王 1,IXttlキ .)☆ uB(I― M+■ )☆ DI(I一 M+1))・ U

=■ .ODO/DIV

= AB(I)一 AEl(I)☆ AC(I一M+1)☆ DI(I― M+1)
= ―UB■ (I)贅 AC(I― ■)★ DI(I― ■)

DI(I

UB(I
AE(I

100  CONTINUE
RETURN
END

Table lの結果に基づき、M」 に対するυπα″,υηれのあみ目依存性を見ておくと、Fig.5

となる。あみ目が精しくなると、じπ αr,υ�ηはガ`さくなる。M」=20に対して 2%の精度が

必要ならば、MJ=15に しなければならない。このグラフを、横軸にセルペクレ数 :併を

とって、プロットし直すとFig.6と なる。セルペクレ数は 0.5以下で、M」 力淋青しくなる (セ

ルペクレ数が小さくなる)程、しπα″,鶴扇れは小さくなる。

一
Ｗ

Fig.6 depcndence ofじ
7・2,.,z772α で
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先の BCGSTB(1,2)の場合、Aに近い 4。 として、「Aに、i行要素が (j,j―π+2),(j,づ十
π-2)の所だけ加わつた行列 :AO=L・ Uを使 う。この時、 R=AO― A=L・ U― A, た

だ しLの対角要素は 1。 そ して、Rは 、(t,j― 鶴 +2),(j,jtt m_2)の 要素だけを持つよ

うにする。プログラム上では、上三角行列 U(υり)、 下三角行列 L(ιり)において、

しれ =DI(I)' υJ'イ+1=び 3(I), υJ,jttm_1=AE(∬ ), Zィ ,を +772“θ (I)の ま ま )

ι
`j(=1・
0), JJ,を-1=び 31(I), 7J,`― m+1=ス‐ (I), 7j,j_m=(五 σl(I)の まま)

と対応しており、L,Uは 3重対角部の内側にそれぞれ 1本ずつ (t,j+π -1):ス E(J),(づ ,づ―

π +1):AEl(j)を持つ。

後 (う しろ)のパラメータUについて、捕捉する。AoXを考えると、AXに加えて、
びβ(j一 m+1)DI(j― π+1ン El(j)χ (j一π+2)+びβl(j)'I(づ -1ンE(j-1)X(jtt m_2)

という項ができる。ここで、X(j― π +2),X(j+m_2)が、精メッシュならば X(j)に
近い値を取ると考えて、これらの係数をX(t)の係数 (対角部)に繰り入れるのである。こ

うすると、繰 り入れた A6Xは 、前の AOXよ り、よりAXに 近 くなってい よう。 よつて、

Abは、AOよ り、よりAに近い事と同じような効果が期待できる。Uは、通常 y=0.95と

するが、0.98がベストで、0.95の場合のCPU時間は、0.98に比べ 2害J程度増える。この

項 (U=0.98)を 加えたものは、付け加えない:U=0.0と したものに比べ、5割程度確かに

速く収束する。理由に納得がいくかどうかよりも、ここでは実利を優先する。

また、ILUCM2の ように、χ (」 一π +2),X(`+m_2)の 項 を、X(j)に繰 り入れるので

はな しに、プ ログラム上 では DIVの 項の右辺 の AA(I)に 、 UTOP*AA(I)と して、

直接 DIVに少し変更を加えるやり方もある。この時 UTOPは、UTOP=1.01とする。こ

のUTOPも 後 (う しろ)のパラメータの 1種であり、不完全 LU分解を安全に、安定に進行
させるまじないである。UTOPを組み込んだサブルーチン:UPILU2は 、次のようになる。

SUBROUTINE UPILU2(N′ M′ AA′ AB′ AC′ AE′ UB′ DI′ U′ ABl′ ACl′ AEl′ UBl)
IMPLICIT REAL★ 8 (A― H′ 0-Z)

DIMENSION AA(N)′ AB(一 M:N)′ AC(― M:N)′ DI(一M:N)′
+         AE(― M:N)′ UB(― M:N)′
+  ABl(―M:N+M)′  ACl(― M:N+M)′ AEl(―M:N+M)′ UB■ (―M:N+M)

DO ■00 1 = 1′  N

CC     W= ABS(ACl(I))+ABS(AB■ (I))+ABS(AB(I))+ABS(AC(I))
CC     UUI = MAX(W′ AA(I))

AEl(I)= ―ACl(I)☆ UB(I― M)キ DI(I―M)
UBl(■ )= ABl(I)― AC■ (I)★ AE(I― M)★ DI(I― M)

C/ U: UTOP
DIV=UttAA(I)― UBl(I)★ UB(I― ■)★DI(I-1)―ACl(I)★ AC(I― M)☆ DI(I―M)
+         ―AEl(I)=AE(I― M+1)☆ DI(I― M+1)
DIV= AA(I)― UBl(I)☆ UB(I― ■)★DI(I-1)―ACl(I)=AC(I― M)★ DI(I一M)
+          ―AEl(I)★ AE(I― M+1)★ DI(■ ―M+1)
DI(I)=1_ODO/DIV

UB(I)= AB(I)― AEl(I)☆ AC(I― M+1)☆ DI(I―M+1)
AE(I)= ―UBl(I)★ AC(I-1)★ DI(I-1)

100  CttNTINUE
RETURN
END

Ｃ

Ｃ

　

　

★
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UPILU2に おける UTOP=1.0と 、ILUCM2におけるU=00は 、同じ計算 (DⅣ に繰 り
込みをしないオリジナルの不完全 LU分解)に なる。UTOP=1.01は UTOP=1.0に 比べ、
元数 nが大 きい時に効果が出て、1割程度速 くなる。ソルバ と不完全 LU分解サブルーチ
ンとの関係を整理すれば、次のようになる。

ICCG12(対称行列用)  +ICDCMP(パ ラメータUが入った不完全 LU分解)
BCGSTB2(非対称行列用)+ILUCM2(パ ラメータUが入った不完全 LU分解)
BCGSTB2(非対称行列用)+UPILU2(パ ラメータUTOPが入つた不完全 LU分解)
後で、実測により、移流拡散系 (Aが非対称行列になる)の シミュレーションでは、ILUCM2
より、UPILU2の方がより収束を安定にさせる結果例を見る。実際に島 =0.5,DF=1.0
の下で、ILUCM2で U=0.98,0.95と した場合、UPILU2で UTOP=1.01,1.0と した場合
について、CPU時間を比較計測する([]内 は収束反復回数:kcount)と 、Table 2aと なる。
実測は、日立 FLORA330 DK2(Pentium3)933MHzメ モリ256MBで行なった。ソルバは、
BCGSTB2を使 う。

Table 2a Parameter U,UTOP CPU tin■ e perforlnance for BCGSTB2

θ。=0.5,DF=1.0;[l:kcOunt

�I」 U=0.98(s) U=0.95(s) UTOP=1.01(S) UTOP=1.0(s)

20 4 降1 4 卜q 7  [105] 7  [100]

30 11 172]
『
刻 22 [148] 22 [1481

40 25 p司 32 [126] 47 11861 54 1207]

なお念のため、これら計測が、対称行列用ソルバ ICCG12を使った場合にどうなるかにも

関心があるので、純拡散系 (ド リフト項がない島=o.0の場合に対応)の場合もシミュレー

ションしてみた。結果はTable 2bと なる。ソルバは、ICCG12を使う。

Table 2b Parameter U,UTOP CPU tin■ e perforrnance for ICCG12

σ。=0.0,DF=1.0;[]:kcOunt

�I」 U=0.98(s) U=0.95(s) UTOP=1.01(S) UTOP=1.0(s)

20 2 bq 3 Ю劇 5  [139] 5  [134]

30 6 膵倒 7  [101] 14 [1991 14 1191]

40 14 [1101 17 [134] 36[201+93] 33[201+74〕

パラメータU,UTOPに よる結果の傾向は、BCGSTB2と ICCG12の ソルバで同じ傾向を
示す。非対称行列を解 くBCGSTB2の場合には、計算の負担は ICCG12のおよそ 2倍 と
なる。これらの表により、UがかかるDIVに繰 り込む項が、いかに収束に効 くか実感でき
る。その効果は、ICCG12で もBCGSTB2においても同様に効いていることが分かる。た
だし、後で示すようにUTOPを使った方が、Uを使った時に収束しない場合でも、安全に
収束することが分かつている。したがって、非対称行列を扱う場合、実務上ではUTOP
版を使う方が良い。

さらに、収束を速くして、計算時間を減らしたい場合には、不完全 LU分解するAに近
い A。 として「Aに i行要素が (i,卜m+3)(i,i+m_3)の所だけ加わった行列 ((1,2)よ り1つ

ウ
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内倶1):AO=L・ Uを 使 う。この時 (1,2)と 同様 に、 R=AO― A=LU― Aた だ し対
角要素は1 とする。プログラムレベルでは、U(u巧 ),L(b)において、
包j`=D」
(I),し',j+1=び

3(I),じ j,jttm-2=ス F(J), 色j,jttm_1=五 E(I),Zj,j+m(/1θ (I)の まま)
Jjj(=1・ 0),Ij,jl=び 31(r),7り

,を
_れ +2=五A(I), ιj,,_222+1=五 El(」 ),Jt,ィ _m(■θl(I)のまま)

と対応しており、L,Uは 3重対角部の内佃1にそれぞれ2本ずつ (を ,j十鶴-2):AF(づ ),(t,j―
π +2):AFl(づ )と (t,ttt π -1):ス ユ J),(を ,を 一 鶴 +1):AEl(j)を 持 つ ((1,2)よ り 1本

ずつ増える)。 配列の大 きさは、UBl(― M:N+M),AEl(―M:N+M),AFl(―M:N+M),ACl(―

M:NttM), AF(―M:N)と なる。AOXか ら出る、πttm-3,κ 」―m+3の項の係数を (1,2)同様
に、Uを掛けて対角項に加え繰 り込む。この不完全 LU分解を使った BCG―Stab法を、
BCGSTB(1,3)(:サ ブルーチンBCGSTB3)と 呼び、(1,2)に比べて反復回数が減るので、
ふつう2割程度 CPU時 間が短 くなる。また、BccsTB(1・ 2)は、原算法 BCG(1,2)に 比べ
て 2割程度速 くなる。M」=40の時、BCCSTB(1,2)は CPU時間 :25秒、反復回数 kcount:

[93回 ]、 BCG(1,2)で は 31秒 [126回 ]と なる。パラメータ uお よび UTOPを変えた時の
Table 2ab((1,2)の 時)に対応する (1,3)の結果は次のようになる (TablC 3ab)。

Table 3a Parameter U,UTOP CPU tin■e perforrllance for BCCSTB3

θ。=0.5,DF=1.0;[]:kcOunt

�I」 U=0.98(s) U=0.95(s) UTOP=1.01(S) UTOP=1.0(s)

20 4 pq 4 p釧 6 p倒 6 膵刻

30 13 Ю劇 Ю司 21 1123] 18 [107]

40 22
『
司 24 脇q 43 [147] 44 [1511

Tablc 3b Parameter U,UTOP CPU tin■ e perforlnance for ICCG13

θ。=0.0,DF=1.0;[]:kcOunt

�I」 U=0.98(s) U=0.95(s) UTOP=1.01(S) UTOP=1.0(s)

20 2 卜可 3 卜倒 4  [1081 4  [106]

30 5 Юq 6 卜11 12 [162] 12 1152]

40 12 pη 14 [107] 26 [201] 26 [201]

不完全 LU分解 (1,2)よ り配列 AF(―M:N),AFl(― M:NttM)力 曽`えて、BCGSTB3では、1次
元配列 (n個程度)が 20本から22本に増えるが、得られるCPU時間短縮効果の方が大き
い。ICCG(1,3)と BCGSTB(1,3)に 対する、U,UTOPの影響は、(1,2)の場合と同じ傾向
を示す。

また、ソルバのくせを見るために次の実験をしてみる。Table 2bの ICCG12部 は、対称

行列用なので偽 =0.0に対応している。比較のために、Table 2aの ドリフト項の偽 =0.5を

仇 =0.0と して、U=o.98と UTOP=1.olの 下で BCGSTB(1,2)を ソルバにして解いてみ
る。その計算結果を、Table 4に 示す。当然、結果は同じ(8桁まで)に なる。M」 =20,30,40

の時のしれれ,鶴παr値は、次のようになる。

�I」 =20: z"2171=-0・ 1557(C), しπα″=0.1087(C);
LI」 =30: じ222j′ι=-0.1526(C), しπ αr=0.1068(C);
MJ=40: υηれ=-0.1511(C), 色m ar=0.1058(C)i
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U=0.98の 時 (ILUCM2使用 )、 BCGSTB2は 、ICCG12に 比べて 2倍 CPU時 間がかかる。
これは、偽 =0.5の時 も同様。U=1.01の BCGSTB2は 、ICCG12の 3倍かかることが分
かる。

Table 4 Parameter U,UTOP CPU timc performance fOI ICCG12,BCGSTB2

σ。=0.0,DF=1.0;[]:kcOunt

�IJ U=0.98(s)

ICCG12
U=0.0(s)

ICCG12
UTOP=1.0(s)
BCCSTB2

UTOP=1.01(S)

BCGSTB2
U=0.98(s)

BCCSTB2
20 2 bq 5  11341 7p」 6p倒 4卜制
30 6p倒 14 [1911 19 1128〕 21  1142] 11 [691

40 14 [1101 33[201+74] 42 [166] 43 1168〕 23 [88]

不完全 LU分解 ILUCM2に対応する (1,3)の ILUCM3と 、BCGSTB3の リストを示して
おく。

SUBROUTINE ILUCM3(N′ M′ AA′ AB′ AC′ AE′ AF′ UB′ DI′ U′ ABl′ ACl′ AEl′ AFl′ UBl)
IMPLICIT REAL☆ 8 (A― H′ O― Z)
DIMENSION AA(N)′ AB(― M:N)′ AC(一 M:N)′ DI(―M:N)′
+         AE(― M:N)′ AF(―M:N)′ UB(― M:N)′
+  ABl(一 M:N+M)′  AC■ (― M:N+M)′ AEl(― M:N+M)′ AFl(― M:N+M)′ UBl(一M:N+M)

D0 100 1 = 1′  N

CC     W= ABS(AC■ (I))+ABS(ABl(I))+ABS(AB(I))+ABS(AC(I))
CC     UUI = MAX(W′ AA(I))

= ―AC■ (I)☆ UB(I― M)☆ DI(I―M)
= ―AEl(I)☆ UB(I― M+■ )★ DI(I―M+1)
= ABl(I)―ACl(I)★AE(I― M)★ DI(I― M)―AEl(I)★ AF(I― M+1)☆ DI(I一M+1)

DIV=AA(I)― UB■ (■ ) ☆UB(I-1)☆ DI(■ -1)―ACl(I)゛
+          ―AEl(I)                       'AC(I―

M)★ DI(I― M)

+ ―Uキ (AFlに )☆AC(lAE(I―
M+坤 ☆DIに 一M+η ―AFlに )★AFに 一M+2)☆ DI(I― M+η

I― M+2)☆ DI(I― M+2)
+ +AF(I一 M)★ ACl(I)★ DI(I― M)
+       +UBl(I)☆ AF(I― ■)★ DI(I― ■)+UB(I― M+2)■'AFl(I)★ DI(I― M+2))

C      DIV= AA(■ )― UBl(I)☆ UB(I-1)☆ DI(I-1)― ACl(I) ★AC(I一 M)夫 DI(I― M)
C    + ―AEl(I)☆ AE(I― M+1)☆ DI(I―M+1)― AFl(I)☆ AF(I― M+2)☆ DI(I― M+2)

AEl(I
AFl(I
UBl(I

C/        U

DI(I

UB(I
+

AF(I
AE(I

=1.ODO/DIV

= AB(I)一 AEl(I)☆ AC(I― M+■ )★ DI(I― M+1)
―AFl(I)★ AE(I― M+2)☆ DI(■ ―M+2)

= ―UBl(I)☆ AE(I― ■)☆ DI(I― ■)
= ―UBl(I)■ AC(I-1)☆ DI(I-1)

100  CONTINUE
RETURN
END

CC
SUBROUTINE BCCSTB3(AA′ AB′ AC′ AE′ AF′ UB′ DI′ ABl,AC■ ′AEl′ AF■ ′UBl′ P′ V′ W
+  ′BO ′RO ′X′ AP′ EPSLON′ ERR′ Mlァ N′ KCOUNT′ BNRM′ AEE′ EE′ RR)
IMPLICIT REAL☆ 8 (A― H′ 0-Z)
DIMENSION AA(N)′ AB(― Ml:N)′ AC(― Ml:N)′ DI(― Ml:N)
+′    P(―Ml:N+Ml)′ W(―Ml:N+Ml)′ BO(N)′ X(―Ml:N+Ml)
+′   AP(N)′ V(―Ml:N+Ml)′ UB(― Ml:N)′ AE(― Ml:N)′ AF(― Ml:N)
+′  AB■ (― Ml:N+Ml)′ ACl(― M■ :N+Ml)′ UBl(―Ml:N+Ml)′ AEl(―Ml:N+Ml)
+′  AFl(― Ml:N+Ml)′ AEE(― M■ :N+Ml)′ EE(― M■ :N+Ml)′ RR(― M■ :N+Ml)′ RO(N)
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D0 10 1 = ■′ N
10  V(I)=BO(I)― (AA(I)☆ X(I)+AB(I)☆ X(I+1)+AC(I)★ X(I+Ml)
+            +ABl(I)☆ X(I-1)+ACl(■ )・ X(I―Ml))

☆☆★    KOKO DE WA  V = B ―ハじく DE ARU  ☆★☆

D0 30 1 = 1′  N
30  W(I)=(V(I)― ACl(I)☆ W(I一 Ml)一 UBl(I)☆ W(I-1)一 AEl(I)'W(I― Ml+1)

―AFl(I)☆ W(I― Ml+2))★ DI(I)

D0 40 1 = N′  1′  -1
40  W(I)=W(I)― DI(I)☆ (UB(I)☆ W(I+1)+AC(I)☆ W(I+Ml)+AE(I)★ W(I+Ml-1)
+                                            +AF(I)☆ W(I+Ml-2))

★★☆      KOKO DE WA    W = IIJV(LU)★ (B― AX)DE ARU    ☆☆☆☆☆★
CR= 0_OD0
D0 60 1 = 1′  N
P(I)=W(I)
RR(I)= W(I)
RO(I)=W(I)

60   CR = CR + W(I)★ W(I)
★★☆        ITERATION′    KONO ATO′  V O V′ W O Q TO SHITE TSUKAU  ★★★

D0 1000 K = ■′ 400
D0100 1=1′  N
AP(I)=AA(I)★ P(I)+AB(I)'P(I+■ )+AC(I)☆ P(I+M■ )
+         +ABl(I)☆ P(■ -1)+ACl(I)★ P(I― M■ )

■00  CONTINUE

D0 1■ O I = 1′  N
l■ O  W(I)=(AP(I)― ACl(I)★ W(I― M■ )― UB■ (I)☆ W(I― ■)―AEl(I)★ W(I一 Ml+1)

―AF■ (I)☆ W(I― M■ +2))☆ DI(I}

D0 120 1 = N′  1′  ―■
■20  W(I)=W(I)― DI(I)★ (UB(I)★ W(I+■ )十 AC(I)☆W(I+Ml)+AE(I)☆ W(I+Ml-1)
+ +AF(I)★ W(I+Ml-2))

W = INV(LU)☆ AP  DE ARU  ☆☆☆
SIG= 0_OD0
D0 130 1=1′  N

■30   SIG = SIG+RO(I)☆ W(I)
ALFA = CR/SIG

D0 140 1=■ ′N
140  EE(I)= RR(I)一 ALFA★ W(I)

DO ■50 1 = 1′  N
■50  AEE(I)=  AA(I)'EE(I)+AB(I)☆ EE(I+■ )+AC(I)｀ EE(I+Ml)

+ABl(I)★ EE(I― ■)+ACl(■ )=EE(I― M■ )

D0 160 1 = ■′ N
■60  v(I)=(AEE(I)― AC■ (I)☆ V(I一 Ml)― UBl(I)★ V(I-1)― AEl(I)☆ V(I― Ml+■ )

―AF■ (I)☆ V(■ ―M■ +2)

DO ■70 1 = N′  1′  -1
170  V(I)=V(I)― DI(I)☆ (UB(■ )☆V(I+1)+AC(I)★ V(I+M■ )+AE(I)☆V(I+Ml-1
+

★★★           V = INV(LU)★ A★ E DE ARU  ☆☆★
EEV= 0.OD0

W= 0.OD0
D0 180 1= 1′ N
EEV= EEV+EE(I)☆ V(I)

180    w = 、A,「  +、ア(I)'V(I)
OMEG =EEV/ヽ弓ア

D0 190 1= 1′  N
X(I)= X(I)+ALFA★ P(I)+OMEG☆ EE(I)

190   RR(■ )=EE(I)― OMEG'V(I)

CR=0_OD0

+AF(I)☆V(I+Ml-2

☆DI(I)

)
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ERR = 0.ODO
D0 200 1 = ■′ N
CR ‐ CR+ RO(I)☆ RR(I)

200   ERR = ERR+RR(I)☆ RR(I)
ERR = DSQRT(ERR)/BNPII
IF( ERR.LT.EPSLON )  GO T0 2000

BETA = CR/(OMEG☆ SIG)
D0 300 1 = 1′  N

300   P(I)= RR(I)+BETA★ (P(I)― OMEG☆W(I))

1000 CONTINUE
2000 KCOUNT = K
RETURN
END

実務上は、非対称用の BCGSTBの方が、文寸称用 ICCGよ り、およそ倍の CPU時間がか
かるので、ICCGは (1,2)を使い、BCGSTBには (1,3)を使 うのが手頃である。(1,2)/(1,3)
の CPU比は、ICCG,BCcSTBと もおよそ 1.2と 見て良い。
前にふれた、不完全 LU分解のパラメータU(ILUCM)で は収束 しないが、UTOPに よ
る不完全 LU分解ならば収東する場合を実際に示 しておく。偽 =10.0,DF=1.0で 、M」=20
の場合に、ソルバとして BCGSTB(1,3)と BCCSTB(1,2),BGLUを 使って、BCGSTBの
ソルバでは UTOP=1.01,1.0,U=0.98,0.95と 変えて、CPU時間と収束回数 (kcount)を 見
た (Table 5上段 )。 この時、BGLU、 BCGSTB(1,3)の UTOP=1.01,1.0の 時には解けるが、

U=0.98,0.95で は収束 しない。一方ソルバが BCGSTB(1,2)の場合には、UTOP=1.01,1.0

は収束 し、同 BCGSTB(1,2)の 時の U=0.98,0.95は 、BCGSTBのタト側のループを数回繰 り
返し(EPSN=1.OD-5)、 かろうじて1又東する(TablC 5下段 )。 これらにより、

パラメータUよ

りUTOPの方が、非対称行列の時には不完全 LU分解を安全に進行させ、解を収束させる
ことが分かる。また、この例によれば、M」 力Ⅵ さヽく、あみ目が粗い場合には BCGSTB(1,2)

の方が、かえつて (1,3)よ り速い場合があることも分かる。この傾向は、M」=40で同じシ

ミュレーションをしても同様に起こる (Table 5;BGLUは 主メモ リOVERで 解けていな
い
)。
M」=40の時には、BCGSTB(1,2)の U=0.98,0.95で も1又束 しなくなる。

Tablc 5 Paramctcr U,UTOP CPU time performance for BCGSTB3(2),BGLU

σ。=10.0,DF=1.0;[]:kcOunt

MJ UTOP=1.01(S)
BCGSTB3

UTOP=1.0(s)
BCGSTB3

U=0.98(s)

BCGSTB3
U=0.95(s)

BCGSTB3
BGLU(s)

20 10 [1201 8p刻 Not Conv. Not Conv. 103

40 65 [222] 46 11611 Not Conv. Not Conv. Mcln.Ovcr

島 =10.0,DF=1.0で、M」 =20,40の時のし�れ,しη2αr値は、次のようになる。

M」=20: υmj,t=-0.6803(C), しπα″=0.0309(C);

MJ=40: 色mj,2=-0.6577(C), υmαご=0.0302(C);

�I」 UTOP=1.01(S)
BCGSTB2

UTOP=1.0(s)
BCGSTB2

U=098(s)
BCGSTB2

U=0.95(s)

BCGSTB2
BGLU(s)

20 7膵q 7 p司 163[401× 6] 244 1401× 91 103

40 71 1277] 64 [2491 Not Conv. Not Conv. Mcln.Over
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シミュレーションの結果出力は、偽 =0.5,DF=1.0,MJ=1の 時に、ソルバ として UP_
ILU2(UTOP=1・01)+BCGSTB(1,2)を イ吏って、次のようになる。

3 DF= ■_000000000000000
B M= ■O  M2= 10  N= ■00  : ISTB= 2
t CO= 0.5000000000000000
%    1   0.25324   0.25324  -0.31872  -0.31872  0.133436d-06    6
% M」二 1
3 CPUT= 0.000000000e+00
3 UIVIIN′ (x′ y)= -0.5690027045614141 (6 ′10 )
% tFIVLAX′ (X′ y)= 0.2532408061978241 (6 ′3 )
Z=[

0.01  0.01  0.02  0.04  0.06  0_06  0.04  0.02  0.01  0.0■  ′
0.01 0_03  0.05 0_10 0.19 0.19 0.10 0.05 0.03  0_01 ′

0_02  0_04  0.08  0.14  0.25  0_25  0.14  0.08  0.04  0.02 ,
0_02  0.04  0_08  0_■ 4  0.25  0.25  0.14  0.08  0.04  0.02 F
O_01  0.03  0.05  0.08  0.■ 1  0_11  0.08  0_05  0.03  0.01 ′
0.00  0_01  0_00 -0_01 -0.08 -0_08 -0.01  0.00  0.01  0.00 ,
-0.01 -0_03 -0.06 -0.■ 1 -0_22 -0.22 -0.11 -0.06 -0.03 -0.0■  ,
-0.04 -0.08 -0.■ 3 -0_20 -0.32 -0.32 -0.20 -0.■ 3 -0_08 -0.04 ′
-0_07 -0_■ 4 -0.22 -0.30 -0.38 -0_38 -0.30 -0.22 -0.■ 4 -0.07 ,
-0_■2 -0.24 -0_36 -0.48 -0.57 -0_57 -0.48 -0.36 -0.24 -0_■ 2 ,
]′

contour(0:1:9′  0:1:9′  z′ 10),

5 シミュレーション結果
MJ=1(n=loo元 )で、DF=1.0と DF=0.0の時に、島 =_1.0,0.5,0.0,0.5,1.0と 変えて、そ

れぞれの場合で温度の最小値 (υ min)ヽ 最大値 (鶴れα″)がどうなるか見る。この時、セルペク

レ数は需 なので、1以下である。結果をTable 6に示す。Tablc 6において、L,klは 、格

子点:i=m× (j-1)+k,m=M」 ×10の 隊方向 (j),y方向(k)]の位置を表す。k=mな らば、
Fig■ の上側のノイマン境界上(CD)の格子′点になる。

Table 6 zγγιjπ ,鶴πar fOr θo at DF=1.0,0.0

Q DF=1.0

Zm jγυ(C)b,kl

DF=1.0

しれαr(C)b,k]

DF=0.0

υ
"2jη
(C)b,kl

DF=0.0

じη2α″(C)6,k]
10 -0.2503Ю ,q 0.1174Ю ,刻 -0.2591Ю ,q 0.0993Ю ,刻
-0.5 -0.2954Ю

,司 0.1550b,刻 -0.3387い ,q 0.1089卜 ,刻

0.0 -0.3525Ю ,則 02137Ю ,司 -0.6595Ю ,則 0.1133Ю ,刻
0.5 -0.5690Ю ,lq 0.2532b,倒 -6.1998卜 ,lq 0.1146卜 ,4

1.0 -0.7268卜 ,lq 0.2429卜 ,倒 -62.526Ю ,lq 0.1524卜 ,倒

DF=1.0については、y方向のドリフト(θ。)があるので、働=0.5,1.0では、温度の最小
値 (υmれ )ヽ 最大値 (υπαr)の位置は上方に移動して、負の温度領域が減ることになる。同じ

DF=1.0で 、θ。を負にすると、逆にしη2れ ,Z"2αごは下方に移動して、負の温度領域力滋曽える。
DF=1.0で、上側だけノイマン境界だと、υ

"1ル
2の位置はθ。>0で 銑値を増やすと上方へ移

動し、じょじょに冷えていき包η
“
ばも下がる。島<oでは、下側が固定境界(u=o)な ので、

しれれ,しれαrの位置は下方に移動し、その値も小さくなっていく。等高線表示で比較すると、

Fig.7と なる。左がDF=1.0で、右がDF=0.0の場合。上から順に、G)=-1.0,-0.5,0.0,0.51.0
とする。
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DF~1,〇

a)C。=―l.〇

DF=OO

a)Cげ-40

b)CFO.5

CD CO=O。○C)C。―OoO
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DF=1.O DF―-0.0

d)C♂05 d)CO=0.5

Fig.7鶴ィdistributiOn(DF=1.0,0.0,M」 =1;for G〕 =-1.0,-0.5,0.0,0.5,1.0)

DF=0.0(三方ノイマン境界、下側だけ固定境界 u=o; 場は共通で中央上が負の熱源、
中央下が正の熱源)では、Oo>0だと熱は上方へ流れ鶴れれの位置は上方へ移動し、温度は
上惧1の ノイマン境界上中央で最小値をとり、中央部から周辺部にかけて、働 ≧1において

急冷する(偽=1.0で しれれ=-62.5(C))。 DF=1.0の場合には、偽=10.0で も急冷は起こらな
い。DF=0.0では三方 (上左右)がノイマン境界となり熱の逃げ場がないために上部中央の

負の熱源によって上部がどんどん冷やされる。DF=0.0で 仇 >0の時に鶴mα″は、その位置
が上がりながら、値はじょじょに高くなっていく。一方DF=0.0で 偽<0の時には、υπれ
の位置はじょじょに下方へ移動する。ただ下側は固定境界 u=oなので、しmれ ,し mα″とも偽
力測 さヽくなるにつれて値は小さくなる。

さらに、DF=1.0で、θ。を1.oか ら上げてみる。偽=1.0,2.0,4.0,6.0,10.0と してみる。そ
の時、セルペクレ数は併 で、MJ=1のあみ目で、島 =1・ 0,2.0,4.0,6.0,10.0と なり、セルペ

3    4    5

0)CO=1,O e)C。二1.0
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クレ数は2.0を超える。その時のM」=1の結果と、MJ=loと して、島 =1.0,2.0,4.0,6.0,10.0
の時に、セルペクレ数:」%=0・ 1,0・ 2,0.4,0.6,1.0が正常範囲(<2)になるようにしてシ
ミュレーションした結果を比較する。両者は、あみ目の精しさが違うだけなので、物理的

な温度分布の傾向は一致するはずである。比較した結果のしmれ ,υ ttα″をTable 7に示す。

その表中の数値 b,珂 (障 ,」 )は じヽmれ ,υπα″の格子′点位置を表わす。右上の最終格子′点は、

M」=1では [10,lq、 MJ=10では 1lo9,10qと なり、一般には [MJ*11-1,MJ*lqでぁる。

Table 7 zπれ,zmα″fOr tt at M」 =1,10(DF=1.0)

仇 ‐
イ r υmれ (C)b,k] じmα″(C)L,k]

1.0 1.0 -0.7268卜 ,lq 0.2429卜 ,倒

1.0 0.1 -0.2936卜 5,10q 0.1159b5,3q

2.0 2.0 -0.8706Ю ,lq 0.1790Ю ,倒

2.0 0.2 -0.3660卜 5,10q 0.08679卜 5,3釧

4.0 4.0 -1.3442い ,lq 0.3786Ю ,切

4.0 0.4 -0.4861b5,10q 0.05918卜 5,3釧

6.0 6.0 「1.6755Ю ,lq 0.7632Ю ,劇

6.0 0.6 -0.581l b5,10q 0.04588椰 5,4q

10.0 10.0 -0.7099卜 ,lq 0.4177卜 ,劇

10.0 1.0 -0.7261b5,10q 0.03246椰 5,4q

あみ目M」 を精しくすれば、umれ ,鶴 mα″は小さくなるので (例えば G〕=1.0で、MJ=1→ 10
の時、しmα″=0.2429→ 0.1159)、 島 =6.0で単純に、M」=1と MJ=loの場合 (セルペクレ数:6
と0.6)を 比較できないが、しれα″の位置が M」=loではェの熱源近く卜5,4qでぁるのに対
し、M」=1では上側のノイマン境界近くЮ,劇 になっているので、明らかに違う。
また、MJ=loの しmα″値は、島=1→ 6につれ単調に下がるが、M」 =1のしれα″値は、島=2(
セルペクレ数:2)ま では位置が正の熱源近くで、M」=loの場合と比べ妥当に見えるが、島=4
になっていっきに値が大きくなり、zπα″位置は上側のノイマン境界近くに移動しM」=10の

場合と違った動きをする (Fig.8)。

Fig.8 aO dependence ofttπ α¢

その状況を等高線で比較すると次のFig.9の よう

合で、右は M」=loの場合。

fOr(M」 =1,10)

になる。DF=1の下、

M」=10[
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M」 =1

OcFl.0

DF=1 M」 =10

a)cFl.0

DCF2.0めCF20

ё)C。=40
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M」二1 DF=1 M」二10

d)CF60

ё)C。二10′0
Fig.9zづ distribution(DF=1.0,MJ=1,10;for島 =1.0,2.0,4.0,6.0,10.0)

島=1.0,2.0,4.0,6.0,10.0と 変えた等高線は、島=1.0,2.0まではMJ=1,M」 =10と も両者
の比較でほぼ正常に見えるが、先のFig.8で も見たように、等高線でも明らかに島=4.0以

降のMJ=1の時の結果はおかしい。その時、働=2.0,4.0の時のMATLAB用出力 (出力下
側が実際の上側のノイマン境界)は次のようになっている。

1%=2.0,M」 =1
お UMIN′ (x′ y)= -0.87003494456■ 2432 (6 ′10
お UMAX′ (x′ y)= 0.■ 790468998■ 87■ 59 (6 ′4 )
Z=[

0.00
0.00
0.00
0.00
0_0■
0.01
0.0■
0.01
0.0■
-0.09
]′

0.00  0.00  0.00
0_00  0.01  0.02
0_00  0_02  0.05
0_0■   0.03  0.08
0.02  0_04  0.08
0.02  0.04  0.07
0_02  0.04  0_04
0.02  0.02  0_0■
0_02  0_01 -0_0■
-0。 22 -0。 41 -0.65

0.00 0_00
0_07  0.07
0.■ 3  0.■ 3
0.18  0.■ 8
0。 ■5  0.15
0.05  0.05
-0.02 -0.02
-0_08 -0_08
-0.05 -0.05
-0.87 -0.87

0.00  0.00
0.02  0.0■
0.05  0.02
0.08  0.03
0_08  0_04
0_07  0.04
0.04  0.04
0.0■   0.02
-0.0■   0.0■
-0.65 -0.4■

0.00  0_00
0_00  0_00
0.00 0.00
0.0■   0.00
0.02  0.0■
0.02  0_0■
0_02  0.0■
0.02  0.0■
0_02  0.0■
-0。 22 -0.09

d)CF60

―

ヽ <奪 =≫ >〆

―

e)c。」o.o
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偽 =2.0,M」 =10
t UMIN′ (x′ y)= -0.366086957581689■  (55 ,100 )
冦 UMAX′ (x′ y)= 8_679520497027761e-02 (55 ′38 )
Z=〔

0.00  0_oo
O.00  0.oo
O.00  0.oo
O.00  0.oo
O_00  o.ol
O.00  0.01
0.00  0.01
0_00  0.01
0.00 -0_01
-0.03 -0.08
]′

2島=4.0,MJ=1

0_00
0.00
0.01
0.01
0.01
0.02
0_01
0.0■
-0.02
-0.■ 6

0.00  0_Oo  o_00
0.00  0.Oo  o_01
0.00  0.00  o.03
0.00  0.0■   0.05
0.00  0.02  0_04
0.0■   0.02  0.03
0_0■   0.01  0_00
0.0■   0.0■  -0.02
0.00  0.00 -0_02
-0.■2 -0_29 -0.46

0.00  0_00  o.oo
O.0■   0.02  0.02
0.02  0.06  0.06
0.03  0.07  0.07
0.03  0.05  0.05
0.03  0_03  0.03
0.0■  -0.o2 ,0.02
0100 -0.04 -0_04
-0.04 -0.06 -0.06
-0.27 -0_35 -0。 35

0.00  0.Oo
O.01  0.oo
O_02  0.01
0_03  0.01
0.03  0_01
0.03  0.02
0.01  0.0■
0.00 0.01
-0.04 -0.02
-0.27 -0.16

0.00 0.00
0.00  0.00
0.00 0.00
0.00  0.00
0.01  0.00
0.0■   0.00
0.01  o.o0
0_0■  0.oo
-0_01  0.00
-0.08 -0.03

0_00  0.00  0.00
0_00  0.00  0.00
0_00  0.00  0.00
0.00  0.00  0.00
0.01  0.00  0_00
0.0■  0.00  0.00
0.04  0.02  0_01
-0.05 -0.03 -0.0■
0.20  0.■■  0.04
-0.53 -0。 27 -0.■ ■

お

ヽ

UMIN′ (x′ y)= -1.344242588926947
UMAX′ (x′ y)= 0.3786458762520429

(6 ′10 )
(6 ′9 )

Z=[

0.00  0_00  0.00  0,00 -0.01
0_00  0_00  0.00  0_00  0_03
0.00  0.00  0.00  0.o■   0.07
0。 00  0.00  0.00  0.03  0_■ 1
0_00  0.00  0.01  0.04  0.■ 1
0.00  0_00  0.0■   0.03  0.04
0.0■   0.02  0.04  0.06  0.05
-0.01 -0.03 -0.05 -0.09 -0。 ■7
0_04  0.■ ■  0。 20  0.31  0.38
-0.■ ■ -0.27 -0.53 -0.93 -■ _34
〕′

θ。=4.0, M」 =10
t UMIN′ (x′ y)= -0.4861549640081257 (55 ′100 )
t UMAX′ (x′ y)= 5。 918694119699087e-02 (55 ′39 )
Z=[
0.00  0_00
0_00  0_00
0.00  0.00
0.00  0_00
0.00  0.00
0.00  0.00
0.00  0100
0_00  0.00
0.00  0.00
-0.01 -0.04

-0.01  0.00
0.03  0.00
0.07  0.01
0。 1■   0.03
0.1■   0.04
0.04  0.03
0.05  0.06
-0.■7 -0.09
0.38 0.31
-1.34 -0。 93

0.00  0.00  0.00
0.0■   0.00  0_00
0_03  0.00  0.00
0.05  0.0■   0.00
0.04  0.02  0.00
0.03  0.02  0.0■
.0.00  0.01  0.0■
-0.02  0.01  0.0■
-0_02  0_00  0.00
-0.46 -0.29 -0.■ 2

0.00  0.00 ′
0.00  0.00 ′
0.00  0.00 J
O.00  0.00し
0.00  0.00 ′
0.00  0.00 ′
0.00  0.00 F
O.00  0_00 ,
0.00  0_00 ,
-0.04 -0.0■  ′

]F

島 =4.0の時のMJ=1の数値を見ると、上倶1の ノイマン境界から下へ向かって正負交互の
温度 u分布が現われている事が分かる。これは、同じ偽 (=4.0)の MJ=10の数値を見ても
おかしく、セルペクレ数が 4(≧ 2)である時に中心差分を使つたことに起因するトラブルで

ある。おかしい M」=1の結果では、υπれのすぐ下に、υmα″がきている。このような、セル
ベクレ数が 2を越えた時のトラブルを避けるための、いわば決定版として現れたのが指数

法である (次節で解説)。 この節の最後に、aを 偽=1.o,2.0,4.0,6.0,10.0と 変え、M」=1
とM」=loと した場合の内、セルペクレ数が4.0,6.0,10.0に対応するMJ=1の場合だけが、
しれjれのすぐ下にしηα″がくる等の、おかしな結果になることを見た。その対策として、実際

に指数差分で解いた結果を等高線で見ると、次のFig.10の ようになる。
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M」 =1 DF=1

a)C。=1.O

M」 =10

aDc6二1.0

DCF2,0 DC♂20

c)C。=4.O OC♂4.〇
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M」 =1 DF=1 円 =10

Fig.10じづdistribution by Exp.method(DF=1.0,MJ=1,10i for σ。=1.0,2.0,4.0,6.0)

この Fig.10を見ると、中心差分では MJ=1の 働 =2.0:セルペクレ数 2以上で、M」=10の
結果と比べおかしな結果 となっていたが (Fig。 9)、 指数法では明らかに改善されてお り、精

しくした M」=lo(こ れも指数法)と相当な等高線になっている。仇 =4.0の時の MJ=1と lo
の数値を見てみると(格子 `点上だけ)、 次になる。

1島=4.0,M」 =1
亀 UMIN′ (x′ y)= -0.567746670■ 333758 (5 ′10 )
Ъ U眠い0【′(x′ y)= 0。 1073625283559051 (6 ′4 )
Z=[

0_00  0.00  0.00  0.00
0.00  0.00  0.00  0.01
0.00  0.00  0.00  0.02
0_00  0.00  0.01  0_03
0_00  0.00  0.01  0_04
0_00  0.01  0.02  0_04
0_00  0.01  0.02  0.03
0.00  0.0■   0.01  0.01
0_00  0_01  0.01  0.00
-0_02 -0.06 -0.16 -0.34
〕′

島 =4.0,MJ=10

0_00  0.00  0.00
0_04  0.04  0.01
0.08  0.08  0.02
0.11  0.11  0_03
0.09  0.09  0.04
0.04  0.04  0.04
0.00  0_00  0_03
-0.04 -0.04  0.01
-0.04 -0_04  0.00
-0_57 -0.57 -0_34

0.00  0.00  0.00
0.00  0.00  0.00
0.00  0.00  0.00
0.01  0.00  0.00
0.0■   0_00  0_00
0.02  0.01  0.00
0.02  0_01  0.00
0.0■   0.0■   0.00
0.0■   0.0■   0.00
-0.■ 6 -0.06 -0.02

t 3釜I螢 :1葉 :::十二 ::31:::;::::::::1::0'57531::9))
Z;:00  0.00  0.00  0_00  0.00  0_00  0.00  0.00  0.00  0.00

::::  ::::  ::::  ::::  ::::  ::::  ::::  ::::  ::::  ::::

::::  ::::  ::::  :::;  ::::  ::::  ::::  ::::  ::::  ::::

::::  ::::  :::l  ::::  ::::  ::::  ::::  :::l  ::::  ::::
0.00  0_00  0.0■   0.01 -0.02 -0_02  0_01  0.01  0.00  0.00
0.00  0.00  0.00  0.00 -0.02 -0.02  0.00  0.00  0_00  0.00
-0.01 -0.04 -0_12 -0.28 -0.45 -0.45 -0.28 -0.12 -0.04 -0.01
〕′

中心差分の時 (前掲)の 働=4.0,M」 =1と比べると、正負交互の温度値は無くなり、umατ
の位置もしπれの直下から中央になり、MJ=10の解と類似のものになっている。M」=10の

d)C。―
~60
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時、島 =4.0(MJ=10):セ ルペクレ数 0.4で中心差分と指数差分による結果の差は、

中心差分 しmれ :-0・486155  指数差分 しれれ:-0・ 480014(1.3%)
しm ατ: 0.059187        υmα″: 0.059134 (0.1%)

この時、中心差分と指数差分による解の相対誤差は、しれれで 1.3%、 υmαEで 0.1%である。一

方、M」=1では、

働=2:セ ルペクレ数 2でも、中心と指数差分の相文寸誤差は、υηれ:24.7% υηα″:3.8%

偽=1:セ ルペクレ数 1で も、中心と指数差分の相対誤差は、υmれ:4.9% υmα″:3.3%
となっている。このように、セルペクレ数が u
2以下の場合でも、指数法は必須であること

が見てとれる。前掲の Fig.8:MJ=1,10に お  |
けるじm αrの 偽依存性 (中心差分)の結果に、

指数法の結果を点線で加えると、Fig.11に な

る。指数法では、MJ=1で もセルペクレ数が
2以上で妥当な結果となっていることが分か

る。MJ=10の時、この図で中心差分と指数  |
差分の結果は重なる。

Fig■ l σo dependence of umα″fOr(MJ=1,10)一 :Exp.method

6 指数法による離散化
前節に見た、セルペクレ数が2を超える時のトラブルを避けるための、いわば決定版と

して現れたのが指数法である(指数法による差分式は後述)。 半導体デバイス解析の分野で

は、Sharfetter― Gurrmel法 と呼ばれる。

umax

Fig■ 2a υmα″,υmJn diStribution FOr MJ

中心差分 と指数差分 との比較のために、

Fig.12bじπα″μmれ とSt.For島 (DF=1.0,偽 =10)

今までの中心差分で島 =10,DF=1の 場合に、
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M」 を 1～20ま で変えて、あみ目依存性を見ておく。この時セルペクレ数は、需 なので

10～ 0.5ま で変わる (2以下にしなければならない)。 数値は Table 8に、グラフは Fig.12a

に示す。この時、横軸にセルペクレ数併 を取つたものが Fig。 12bである。両者から、MJ
<5,島 >2の所から、おかしな振舞いをすることが分かる。

Table 8 υπ:れ ,鶴παr for MJ(Central:DF=1,偽 =10)

MJ υπれ(C)5,kl しれα¢(C)b,k]
-0.7099卜 ,lq 0.4177卜 ,q

2 -1.1812卜 1,2q 0.4717卜 1,1劇

5 -0.8150p7,5q 0.0352p8,2q

10 -0.7261卜 5,10q 0.0324卜5,4q

20 -0.6804μ 10,20q 0.0309μ 10,8q

その時、M」=1,2の温度分布u(MATLAB用で上下が逆)は次のようになっている。
MJ=1(中心差分),a=lo.o,DF=1
Z=[
0.00  0.00  0.00
0.00  0.00  0.00
-0.0■  -0.0■  0.00
0.0■   0.0■   0.01
-0.0■  -0.02 -0.0■
0.02  0.03  0.03
-0.03 -0.05 -0_04
0.04  0.08  0.08
-0.06 -0_■ 2 -0.■ 3
0.09  0.■ 9  0.23
]F

0.00  0.00  0.0■
0_00  0.00  0.00
0.05  0.05  0.0■
0_0■   0_0■  -0.0■
0。 ■2  0.■2  0.03
-0.07 -0.07 -0.0■
0。 ■8  0。 ■8  0.05
-0.27ヾ-0.27 -0.04
0.42  0.42  0。 06
-0。 7■  -0.71 -0.04

0.00  0.00  0_00
0.00  0.00  0.00
0.00 -0.01 -0.01
0_01  0.0■   0.0■
-0.0■  -0.02 -0.0■
0.03  0.03  0.02
-0.04 -0.05 -0.03
0.08  0.08  0.04
-0.■ 3 -0.■ 2 -0.06
0.23  0.■ 9  0.09

0.0■
0.00
0.0■
-0.0■
0.03
-0.0■
0.05
-0.04
0.06
-0.04

MJ=2(中心差分),偽 =10.0,DF=1
Z=〔

0.00  0.00
0_00  0.00
0.00  0.00
0.00 0.00
0.00  0.00
0.00  0.00
0.00  0.00
0.00  0.00
0.00 -0_01
-0_02 -0_05
]′

0.00  0.00  0.00
0.00  0.00  0.0■
0_00  0:00  0.02
0.00  0.00  0.04
0.00  0.01  0.03
0.00  0.0■   0.02
0.00  0.00  0.00
0.00 -0.01 -0.04
-o.03 -0.09 -0も ■9
-0。 14 -0_48 -■ _06

0.00  0.00  0_00
0.01  0.00  0.00
0.02  0.00  0_00
0.04  0.00  0_00
0.03  0.0■   0.00
0.02  0_01  0_00
0.00  0.00  0.00
-0.04 -0.01  0_00
-0。 19 -0.09 -0_03
-1.06 -0_48 -0。 ■4

0.00  0.00
0.00  0.00
0.00  0.00
0_00  0.00
0_00  0.00
0.00  0.00
0.00  0.00
0.00  0_00
-0_01  0.00
-0.05 -0.02

本節の後半の指数法との比較で、温度分布の等高線を示すが、中心差分では、働が同じ

でM」 :あみ目の精しさが違うだけなのにもかかわらず、セルペクレ数が10の MJ=1では、
温度分布 uに正負交互の値が出て明らかにおかしい事が分かる。M」=2では、正負交互の

値はなくなるが、じmα″の位置が、上のノイマン境界上のしπれと隣接しており、値もおかし

い。MJ=5(セルペクレ数:2)になって、しπα″の位置が十の熱源近くになり、妥当な結果と
なってくる。それはMJ=loの結果とも似てくる。しれれの位置は、上のノイマン上にくる。
そこで、セルペクレ数が2を超えるような問題では、指数法の出番となる。中心差分に

よる、あみ目依存性 Fig.12aル は、指数法による計算では、Fig13aル のように変わる。指
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数法の結果は、前掲の図に点線で書き加えてある。
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とst.For島 (DF=1.0,仇=10)

__:Exp.Inethod

Fig.13aから、しπα¢は MJ=5以上 :セルペクレ数 2以下で、申心差分と指数法 (差分 )を
比べて 1%以下の差で良 く一致するが、M」 が 5以下 :セ ルペクレ数が 2以上では大きく差
が開くことが分かる。しmれは、M」=10:セルペクレ数 1で も、中心差分と指数法 (差分)

との差は8%も あり不安である。中心差分でも使えるとされるMJ=5:セルペクレ数 2で
は、両差分の差が30%も あり、解に信頼できない。この場合には、セルペクレ数 2以下で

も、中心差分は信用できない。MJ≦ 5:セルペクレ数 2以上ならば、両差分の差は大きく

開く。しれれはM」=20の時、中心差分と指数法の差が2%の差となり、MJ=15では両差分
の差は3.6%と なる。MJ=20の時の指数法の結果υmれに対する、MJ=15の時の中心差分
の結果は収東誤差 2.1%の差で、この時の指数法の結果は収束誤差 0.6%なので、中心差

分でも指数法でも、2%の精度が欲しければ、MJ=20(セ ルペクレ数 0.5)は欲しい。
この1大況を、横軸にセルペクレ数をとってプロットし直した図が、Fig.13bと なる。指数

法の結果は点線で示してある。この図から、セルペクレ数が 2以上の場合には、中心差分

は使えず、指数法に頼らざるを得ないことが分かる。たとえ、中心差分のしηα″の結果がま

ともになる、セルペクレ数が2以下でも、υmれ値の指数法との差は30%も あり、やつとセ

ルペクレ数が1に なって、指数法との差が8%に縮まる。あみ目をセルペクレ数が 1以下
にせよということだ。

指数法のシミュレーション結果は、中心差分の結果 Table 8に対して、Table 9の ように

なる。中心差分でおかしかった結果が、指数法の差分では正常になる。計算は、後のパラ

メータUTOP=1.ol(UPILU4)と し、BCGstab3(1,3)を使用した。

MJ=2の時に、υmα″の位置が、上のノイマン境界上にあるυmれの位置のすぐ下に隣接し
て正負交互の値を取るおかしな結果は、しれα″の位置が中央の少し下にくるので、妥当な結

果に近づいている。両差分で、CPU時間、BCGstab3の収束回数は、ほぼ同じで、差分に



よる計算負担は、今のところ気にする必要はない。また、ノ=サが~定でない場合は、指数
法のBERoの計算が2倍に増えるが、今のところまだ、BER()の計算負担を気にする必
要はない。

Table 9 zmれ ,zmα″for M」 (Exp.:DF=1,σ。=10)

h/1」 鶴れ172(C)5,k] υγη αr(C)[,k]

1 -0.3232卜 ,lq 0.0509Ю ,q

2 -0.4555 μl,2q 0.0428 μl,倒

5 -0.6243p7,5q 0.0349p8,2q

10 -0.6719卜 5,10q 0.0324卜5,4q

20 -0.66671110,20q 0.0309卜 10,8q

中心差分で温度分布 uに正負交互の値が現れたり、しれα″の位置が不自然 (υηれのすぐ下
にくる)だった、M」=1,2の数値は、指数法では次のように落ち着く。
M」=1(指数法),偽 =10.0,DF=1
Z=[

0.00 0_00
0.00 0.00
0.00 0.00
0.00 0.00
0.00 0_00
0.00 0.00
0.00  0.00
0.00 0_00
0.00 0_00
0.00 -0_01
],

M」=2(指数法 )

0_00 0.00
0.00 0.00
0.00 0.00
0_00 0.01
0.00 0.01
0.00  0.01
0.00 0.01
0.00  0.0■
0_00 0.01
-0.03 -0.12

0.00  0.00  0.00
0.02  0.02  0.00
0.04 0_04 0.00
0.05 0_05 0.0■
0.05  0_05  0.0■
0.03  0_03  0.0■
0.01 0.01 0.01
-0.01 -0_0■   0.01
-0.01 -0.01  0.01
-0.32 -0_32 -0.■ 2

0.00  0.00  0.00
0.00  0.00  0.00
0.00  0.00  0.00
0.00  0.o0  0.00
0.00  0.00  0.00
0.00  0.00  0.00
0.00  0.00  0_00
0.00  0.00  0_00
0.00 0.00 0.00
-0.03 -0.01  0.00

θ。=10.0, DF=1

Z=[

0.00  0.00  o.Oo  o_oo  o.oo  o.oo  o.00  0.00  0.00  0_00
0.00  o.oo  o.00  o.oo  o.o1  0.ol  o_00  0.00  0_00  0.00
0.00  o.oo  o.oo  o_o0  0_02  0.02  0_00  0.00  0.00  0_00
0.00 o.oo o_00 0.oO o.o4 0.04 0.00 0_00 0.00 0.00
0.00  o.oo  o.00  o.o■   o.o3  0_03  0.01  0.00  0.00  0.00
0.00  0.00  o.00  0.01  0.o2  0.02  0_01  0_00  0.00  0.00
0.00 o.oo o.00 o.o1 0.00 0.00 0.0■  0.00 0_00 0.00
0.00  o.oo  o.Oo  o.ol ―o.ol -0.01  0_0■   0.00  0_00  0.00
0_00  0_oo  o_oo  o.oO ―o.ol -0_01  0_00  0_00  0.00  0.00
0.00  o.oo _o.03 -0.15 -0_40 -0.40 -0_■ 5 -0.03  0_00  0.00
]′

中心差分で結果がおかしかったMJ=1,2も 含めて、M」 =1,2,5,10の時 :セルペクレ数
で 10,5,2,1(a=lo)の場合に温度分布を等高線表示すると、F地.14と なる。左側が中心
差分の結果で、右側が指数法による結果を示す。指数法によれば、等高線からもセルペク

レ数によらず、妥当な結果が得られていることが分かる。
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中心差分

a)M」=1

b)M」 =2

指数法

a)A/1J=1

b)�IJ=2

c)M」 =5 c)M」 =5
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中心差分 指数法

d)MJ=10

Fig。 14 υj distribution by Cent.(L)and

for M」 =1,2,5,10)

これまで見たように、セルペクレ数が 2

づ く離散化について、次に説明する。

ごjυ (―α▽Z+μb鶴)=∫ を相手にする。
この式のπ成分を考え、勇(―ご傷+μ施)=0,し (0)=じo,し (ん)=したとすると、ω=撃 と

じ
(χ )==Zo―十 (Zん

~し0)器

の解析解がある。この式から、■uxを計算すると、

(6.2) ―ご劣+μ施=μ bレ0-=諸元芦耳]=μ bレ0-(し
た一じo)3(ωん)]

ここで、3(z)はベルメーイ関数で、B(z)=デ≒,1+Bレ
)=B(Z)

この■uxを使って、前掲の Fig.2の小領域PQRSの周囲をγに見立てて、移流拡散系の熱
方程式 (積分系):

(6.3) ノ:(―ご▽Z tt μb包 )・πごS=ノl∫ごυ
のCV法による離散式を作る。左辺の線積分は次式のように細分化できる。

1(―
α▽Z tt μbし )・ πごS=Iη 十

んR十 鬼 s+兎 P

右辺の面積分は純拡散の場合と同様に次式として始末し、節点iでのんを求める。

∞0ん =ルごυ=ル写写+ん争年十九写等+角写写 電:争

d)NII」 =10

Exp.(R)methOd(DF=1.0,偽 =10.0;

を超 えるような問題で必須 となる、指数法に基

お く時、

(6.1)

(6.0
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すべての

中点とす

界 PQを

(6.6)

を

境

勇
,9=

μRby[し
`

兎 P

ω
==tttlな
どとして次のように書ける。

し,一れ-1包イ1の拡散係数 (d)と 、移動度 (μ )
トル:b=[bF bttTの ν成分を表わす。)

CπP(ω Pυんν_)-1
υj-1■ j_1 卜Ю ttT写十

(ごP,μ Pは、点 P

を表わし、b『 はヽ

μPb『L-1-

胸イL‐ ― ]・ [0
_」 T生
;土

=―μPb『 [じを1 に三」ti]f慧ゴニ型墜生ユ]・写―μοげL‐―堕   〕

“

→  鬼 R=鬼 υ
+ん R=μObyL_葛 諸 新 恭 巧

]・ 回
T写 +

μRbyL_葛
諸 新 券 巧

]・ 回
T等

臨

都 絆
堕 卜等
+酬 %一 匹

―しづ)3(ωR″んω土)l

ω島んπ+

んν+

2

ん
"十
2

んν_

2

=レQれ αο
⊆
犠 デ
立BOQ″んπ+刀・

午
十

ここで、ωor=号が,ω島=守多,

(6.8)     鬼s= ノly + んS=μRby[じ`_

十レRby%ご R豊生ち枇fl竺
立BOR″んZ+湖・

写

νο=告:

鶴」+1~~ZJ
IT]・

p」T等 +

μsb」 μl―
cπP(ω Syんν+)一-11・

10 11T写

_に■―げORυんν→].写 +μsttL―に・ げ°助んν→].写

=μoby[し ,

(6.9)

=―μsby[υィ_m

など。

θZP(ωRνんν+)

= 
兎″ 
十 lwP=μ Sbyレ

j_m
CχP(ω s″んπ―)一

しj―― Zj_m

μPギ L_ぼ
葛恭 競 酢 耳

]・ 卜 l qT髪
←

にす赫讐些⊇]・写―μ′by隔η_

」・卜l qT等 +

lul Z 
〕

以上の式から、「3移流拡散系の (中心差分による)解法」のように、式 (6.4)の右辺4項

全部を書きドだし、鶴j_m,υ ,1,υ J,鶴j+1,υ″+π項毎に整理すれば、第j番 (格子点番号)方

程式 :

(6.10) αJ,J―・rt Z:一η+α j,j_lυづ_1+α j,をしィ+α」,J+1鶴 j+1+αを,イ +η2鶴j+712= ニ
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ができる。

ωげ 雫 ,ωげ 呼,ωο″=等 ,ωぼ ギ,ωげ 呼 ,ωの=呼 ,

ωs″ =ギ ,ωP″ =ジ, νR=楯 ,νs=括 ,ノO=弩 ,νP=牙 など。
(ま た、Fig.2の境界 PQを流れる移流ベクトル:b=レ 1'b『 ]T,  境界 RSを流れ
る b=レr by]T, 境界 SPを流れる b=レyb「 ]T, 境界 QRを流れる b=レy by]T)

ここで、係数 c,tは、行列 A(%,1)の要素と対応しており、行をは前掲 Fig.1の場の格子′点

番号 j(=m× (プ ー1)+ん ;グ =1,ml,た =1,鶴 )を表わす。
例えば、式 (6.11)の係数 %.+πの式において、

ベルヌーイ関数 3(z)のベキ級数展開式 :

(6.12)        3(z)=cz_1壁 1~'十 12~…
・

の内、第2項まで:3(z)資 1-;を使って代入した式:

(6.11)

この時、式 (6.10)の左辺の係数は、次式となる。

物=:レPttBOがν)+ごοttBOQyんν-1

絆
3(一ωR″んχ十)|十

:[ο ::i:3(―
ωο″んπ十)十 ごR;

十
:lα
R':i:3(―ωRνんν+)+ごs,電

[:3(―
ωSyんν+)|

ιν十

+:レs::::3(ω s・んπ_)+αPπ
II13(ω

Prんχ_)|
ι_

%.m=― :[SttЦ―ω&んχ―)+ごPttЦ ωPル"-1
%・1=一 :[PttЦ―ωがν_)十 dQttЦ―ωQυんν_1

αj,1+1==―
:レR箸 3(ωRyんν+)+Js';:13(ω syんν+)|

%'十m=:[Ottβいο″んπO+αRttβO助んπ+1

QI十m=~:[O綺 (1-鵠
等
)十 ごR暑 (1等 年 1

(6.13)

は、中心差分式 (3.7)の Q.+れの式と同式となる。中心差分は、指数法の近似式になって

いる。中心差分で近似できる (セルペクレ数が 2以下)範囲で、b『 = by, bF= by
ν=廿 =島一定、J=一定、 等間隔 (腕 =んν)な らば、
αを
,」
=~(α j,1_1+α j,j+1+αム」770+αィ,Jttm)

となり行対角優位 となり得る。行対角優位ならば、Aが正則で、軸選択なしのガウスで、
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終 りまで LU分解できるなどの恩恵が期待できる。b『 ≠ by,br′ ≠ byで も、メッシュを

細かくするなどして、ズレ(差)が小さいならば、行対角優位性のズレも小さくなる。

ベルヌーイ関数Ц z)のプログラム上における扱いを説明する。
ベルヌーイ関数で、z=0

は除去可能の特異点で、式 (6.12)の ベキ級数展開式から、B(0)=1と 定義し直す。ベル

ヌーイ関数の計算は、特異点近辺の狭い範囲では、式 (6.12)を 使い、次のような Func―

tiOn BER4(Z)で行なう。

FUNCTION BER4(z)
j∫(Z<-10~2)ιんcη  BER4(2)=ゴ≒
j∫ (-10~2<z<10~2)tん cη  BER4(z)=1-(0・ 5-0.0833333・ z)・ z

げ(Z>10~2)ιんcη BER4(z)=1_c_z  ;計 算精度を上げるため

このBER4(z)の計算と、中′亡ヽ差分 Bccηι(z)=1-0・ 5zによる計算値の差は、Table 10

のようになる。

Table 10 3(z):exp,1-0・ 5z:cent for z

Z B(Z):exp 1-0.5z:cent

-4.0 4.075 3.0

-2.0 2.313 0.0

1.0 1.582 1.5

-0.5 1.271 1.25(16%)

-0.25 1.130 1.125(0.44%)

_10-2 1.005 1.005

0.0 1.0 1.0

10-2 0.995 0.995

0.25 0.880 0.875(0.56%)

0.5 0.771 0.750(0.77%)

1.0 0.582 0.5

2.0 0.313 0.0

4.0 0.075 1

ここで、ベルヌーイ関数 aZ)の引数 z(特にy方向)は、んν=島 , b=(bχ ,り )T=(0,1)T
を使って、

Z=け 勾 =宇 現ν=島・勾軌ν=島 ・り =セルペクレ数・″

となり、zはセルペクレ数と等 しい (by=1)。 Table 10の ように、
ベルヌーイ関数 3(z)と 、

中心差分に文寸応する3(z)貿 1-0・ 5zのグラフは、Fig.15と なる。セルペクレ数 (絶対値)が

2を超える、すなわち lzlが 2を超える範囲では、ベルヌーイ関数値と中心差分による値

の差は大きく開くことが分かる。
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Fig。 15 Plot of 3(z)iCXp and l-0.5z icent

今、ν=告 =島 =~定、等間隔あみ目:んπ土=んν土=ん として、さらに b=(bω ,り)T=
(0,1)T(:げ =by=1)、 Fig.1の両佃1以外は、拡散係数ごに段差なし(dP=dO=ごR=
ごs=1[戻警而〕)を使うと式 (6.11)の各係数は次のように簡単になる。

%=:FO助 0+a崎ハ +Ц一ω助0+a“ ル ←Ц嘲

=:12・ Bla→ +卜 a aO+倒 ここで島‖まセルペク朧

嚇 =:日 の+Ц嘲 =‐

り‐― :日―ω助0+α磯 ル刀=:日 島 0+a嗚 翻― ユ毛 →

ぃ 一 ;Fレ助0+a嗜凋 =:日 島0+aO。 7bll―aao

嚇 =― :日の十a嘲 =‐(6.14)

また、Fig。 1の両側の拡散係数ごには段差をつけている (ご =DF)ので、式 (6.14)に
は、その始末が必要となる。赤 =仇 となる。その時、げ (DF=0・ 0)ιんC2θ。ん=0.0と
して、左サイドの係数は、

%=:P‐ a島。+a偽o+aの 十a嘲

+:日喝 →十D‐ a偽 0+"Ц の十D‐ a嘲

=:p+か ,F+D‐ a島o+Ц偽o+Ц喝 0+DF・ Ц 刷

い =QO特 4-:pF・ a偽 。+a喝 列

田 ぃ 一 :日島0+"a島 列 嚇 ― :日の十aq=_
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となる。ここで、「3移流拡散系の解法 (中心差分)」 の場合と同様に、節点づに隣あう点
j―m

には、固定境界があるので、違った扱いをする必要がある。夕1えば、左側に固定境界じ=
鶴。(=o)を持つ E点 (Fig.1)の場合には、j番方程式が、

(6.16)   αt,j_222じ 0+α j,を 1じを1+α j,jじJ+αを,ィ+1%+1+αム」+πτjttπ =九

となる。この時、未知数項でないα̈ m鶴。は、右辺に移項してんの仲間に入れる。したがって、

(6.17)   αj,j_1じ j_1+α j,」υj+αり,J+lυづ+1+αムを十mじ`+m=九
~αを,`_mυ。

を解 くことになるので、式 (6.15)に おいて係数 %_mは、
αj,イ 222=0・ 0

と設定してある。し。=0な らば、なおさら簡単で、右辺に手を加える必要はなくなる。
式 (6.15)と 同様に、拡散係数ごに段差をつける右サイドの係数は、次式となる。

け :日島0+DF・ a島o+Duの 十DF・ a嘲

+:pF・ a偽 。+Ц4o+ズ の十a嘲

=:p+卜 DF+Ц偽0+DF・ ЦQO+Dル 昨 偽0+a喝 矧

嚇 ― :日の+Ц嘲 =‐ 怖4-:日 喝 0+DF。 昨 刷

鱚η   ぃ =:pu仇 0+a刷 嚇 =a0
これら係数も、上側のノイマン境界の節点 (Fig。 lCD上 )では、左辺の積分区間をFig.2
の下半分だけにする必要があり、扱いが異なる。線積分は、

(6.19)    (σ
D(―
κ▽→・πごS=ノ〉P+推。十鬼び

となり、F遺■CD上の節′点では、係数は、式(6.11)と 同様の手順を経て次式となる。

怖=:[Pttaωがν―)+ごο争3いのυんνl
+:[οtta ω。ルπ+1+:[PttBOPr加-1
=:日θ00+a偽0+Цの十aO月 =:p+2・ Ц偽矧

Q・ η 一 ;[PttЦ
一ωPユ21-:日 o月 =Q5

怖4=一:[P争スωがν―)+お争Ц―ωOυんνl
― :日 θ00+Ц喝 列 ― :p.a毛 列

“

2の  Q41=QO怖 物.=:[ο ttBOOrん
χ+1~:日 0月 =a5
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― :日嗚 →+Ц
―刷 一 :陛 Ц

―刷

“
2の  %,■ =ao%.十π=:[OttBOοル"+1=一 :日 0刀 =a5
このように、左辺の積分区間をFig.2の下半分だけにする、上側のノイマン境界の節点

(Fig。 l CD上 )の両端の2点については、両側の拡散係数αに段差をつけているので、特
別に扱う必要がある。Fig.l CD上の左サイドの点については、係数は次のようになる。

%=:pF・ a偽。+Ц偽o+Цの十"a嘲

=:P‐ a偽0+Ц偽0+1+D到

α

`,`―

m=0・ O  α
`,j_1=~ヮ

IDF・ B(― aOん )十 β(―θOん )]

開    ぃ =aO%― :日嘲 =判5

Fig.l CD上の右サイドのィ点の係数は、次式となる。

%=:日 仇 → 十 DF・ a偽 o+DF・ ス の 十 a嘲

=:日偽0+DF・ ユ島→十DF+司

嚇 =:日 嘲 =判も り4-:日 名 0+DF・ Ц―刷

(6.22)         α」
,を+1=0・O αを,j+m=0・ Ot

これらの係数により、指数法の離散化主部 とベルヌーイ関数 BER4(Z)のプログラムは、

次のようになる。

CCCCC
IF(DF .EQ. 0.ODO)THEN
COH=0.OD0
ENDIF
D0 15 1=1′ M-1
AA(I)= 0.5DO☆ (2.ODO+2.ODO☆ DF +DF★ BER4(COH)+ BER4(COH)+
+                                BER4(― COH)+ DF★ BER4(― COH))
AB(I)=-0.5DO☆ (BER4(COH)+ DF☆ BER4(COH))
AC(I)=-0.5DO☆ 2.OD0
ABl(I)=-0.5DO■ (DF☆ BER4(― COH)+ BER4(― COH))
ACl(I)=0.ODO

15 CONTINUE
ABl(1)=0.OD0

AA(M)= 0.5DO★ (DF★ BER4(COH)+ BER4(COH)+1.ODO +DF)
AB(M)=0.OD0
AC(M)=-0.5DO'1.OD0
ABl(M)=-0.5DO■ (DF☆ BER4(― cOH)+ BER4(― COH))
ACl(M)=0.OD0
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COH=CO'DH
D0 35 」=1′ M2-2
D0 25 K=1′ M-1
AA(M tt」 +K)=0.5DO★ (2.ODO★ BER4(COH)+ 2.ODO★ BER4(― COH)+4.ODO)
AB(M☆ 」+K)=-0.5DO☆ (2.ODO★ BER4(COH))

AC(M★」+K)=-0.5DO■ 2_OD0
ABl(Mキ」+K)=-0.5DO'(2.ODO☆ BER4(― cOH))
ACl(M■」+K)=-0.5DO☆ 2_ODO

25   CoNTINUE
ABl(M★」+■ )=0.OD0

AA(M☆」+M)= 0.5DO☆ (2.ODO +2.ODO■ BER4(COH))
AB(M☆ 」+M)=0.OD0
AC(M☆」+M)=-0.5DO■ 1.OD0
ABl(M★」+M)=-0.5DO'(2.ODO☆ BER4(― cOH))
ACl(M■」+M)=-0.5DO☆ 1.OD0

35 CONTINUE

IF(DF .EQ. 0.ODO)THEN
COH=0.ODO
ENDIF
D0 45 1=N一 M+1′  N-1
AA(I)= 0.5DO☆ (2.ODO+2_ODO夫 DF +BER4(COH)+ DF★ BER4(COH)+
+                                DF☆ BER4(― COH)+ BER4(―COH))
AB(I)=-0.5DO☆ (DF★ BER4(COH)+ BER4(COH))
AC(■ )=0.ODO
ABl(I)=-0.5DO☆ (BER4(― COH)十 DF★ BER4(― COH))
ACl(I)=-0.5DO☆ 2.OD0

45 CONTINUE
ABl(N― M+1)=0.OD0

AA(N)= 0.5DO☆ (BER4(cOH)+ DF☆ BER4(COH)+ DF+ 1.ODO)
AB(N)=0.OD0
AC(N)=0.ODO
ABl(N)=-0.5DO■ (BER4(― cOH)+ DF☆ BER4(― COH))
ACl(N)=-0.5DO'1.OD0

CCCCC

C ☆★☆ FU」 ITSU
REAL☆ 8 FUNCTION BER4(BEX)

REAL☆ 8       BEX′  HX
C ☆夫☆ HITACHI
C     REAL FUNCTION BER4☆ 8(BEX)
C            REAL☆ 8 BER4′  BEX′  HX
C★ 夫    HX=1.000D-4

HX=1.000D-2

1F(BEX.LT.― HX) THEN
BER4=BEX/(DEXP(BEX)― ■.ODO)
ELSE IF(BEX.GE.― HX .AND. BEX.LE.HX)THEN
BER4=1.ODO― (0.5DO-0.0833333★ BEX)☆ BEX

CCCC     BER4=1.ODO-0.5DO★ BEX
ELSE IF(BEX.GT.HX)THEN
BER4=BEX☆ DEXP(― BEX)/(1.ODO― DEXP(― BEX))
ENDIF

END
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7 おわりに
これまで、移流拡散系において2解法 (中心差分と指数法)を試し、%を固定して、MJ
を変えてセルペクレ数:タァによる変化を見た。一方、MJ=1,10と した時 (粗と精しいあ
み目)に、%を変えてセルペクレ数による変化も見た。
いづれの場合も、セルペクレ数が2を超えると、中′亡ヽ差分では解が振動 (正負交互)し
て不安定で、指数法でないと正解とならない。セルペクレ数が、たとえ2以下でも、中心

差分と指数法の解の差は、セルペクレ数が2で、およそしmα″で25%余 りありoπれで30
%)、 セルペクレ数が 1で も5%(υ mれで8%)の差がある。
したがつて、中心差分でがまんできるのは、セルペクレ数が 1以下の場合に限られる。

セルペクレ数を下げるには、あみ目を精しくする必要があり、そのためメモリ容量を食う。

結論として、移流拡散問題の場合には、指数法が必須ということになる。

なお、より具体的な例として、半導体デバイス解析のドリフト・拡散モデルがあるが、こ

れは、連立非線形の移流拡散問題となる。

(7.1) ごづυ[-6▽ψ]=C(p― η一Nα 十瓦め

ごづυ[一 Dπ▽η十(μη▽ψ)η]=θR

ごjυ [―
'ρ

▽P― (μp▽ψ)pl=GR(7.2)

のポアソン方程式 (7.1)、 電子密度 nと正孔密度 Pの移流拡散方程式 (7.2)の 3本の方程

式を、ポアソン方程式の両辺の整合性を収束判定基準として、反復解法により解 く。これ

をガンメル反復という。ポアソン方程式は、右辺の c(P― π―Ⅳα+Ⅳα)の電荷 Pや ηに、
c#(T:温度、k:ボルツマン定数)の形の非線形

′Lを持つために、(7.1)式 をそのまま離散化

しても収束しない。そこで、Newton反復の方法を取り入れて、式 (7.1)を 線形化 した :

ごjυ [― CVψ
(ん+1)]十 Cν (P(た

)+2(ん ))ψ (ん+1)=cν
(P(ん
)+η (ん ))ψ (た )十 C(P(ん)一 η (た)_瓦 9+Ⅳ ご)

ここで、(0は反復回数を示し、Ejη sι ctη の関係から、:=岳 =ν =38.68

に基づいて離散化すれば、収束する。これは、天才 Gummelが最初に発見した。この線形
化したポアソン方程式をcv法 (積分形式に基づく離散化法)に より中心差分して、ICCG
法ソルバで解 く。nと pの移流拡散方程式は、これまで解説したように、CV法により指数
差分 (指数法)して、BCGstab法ソルバで解 く。ガンメル反復の手順を整理すると、次のよ

うになる (EPSGは、収束判定値 )。

初期値 ψ①),20),P(0を用意、ん=o
ごο υ んjιθ ‖ ごをυ(-6▽ ψ

(ん)一 C(P(1)-2(ん )_=2+Nィ )‖ ≧ EPSθ *‖ c(P(ん
)一η (ん)_Nα +Ⅳ ご)‖

djυ [―〔▽ψ(た
+1)]=c(P(ん )一 η(ん)_Nα +Ⅳご)(ψ (ん+1)を 」θθθ法で解く)

角早く式 は、Jjυ [-6▽ψ
(た+1)]十 Cν (P(た

)十 がた))ψ (ん+1)

=θν(P(ん )+2(た ))ψ (ん)+C(P(た )一 η(た)_Ⅳα+Ⅳど)
ごjυ I― Dγι▽η(た

+1)十
(μη▽メ
ん+1))π (ん+1)]=θR (2(ん +1)を (」Zび )BθθStab法で解く)

ごjυ I―
'P▽
P(た
+1)_(μ

p▽ψ(ん
+1))P(た +1)]=σ R (P(た +1)を (IZび)30%tab法 で解 く)
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