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Abstract. I introduce tO Numerical Silnulation through thermal equatiOn.

・ContrOI V01umc(CV)methOd
・Band sylnmetric Gauss

・ICCG(IncOmplete ChOleski Cottugate Gradicnt)

1 はじめに

村田は、数値シミュレーションを、次の三段階からなるとみよ、と言う(文献口])。
(1)現象のモデル化 :偏微分方程式の問題に表現

(2)上記問題を解く:離散化と数値解法

(3)得られた結果を目的に照らして評価する :モデルの当否、解法の当否を含む
そして、これら一連のプロセスが完結して、はじめて数値シミュレーションも完結する
という特徴を持つ。以上の事情を、簡単な、板の温度分布鶴=υ(π,y)の定常解 (時間依存
がない)を例にとって解説する。

2 CV法
板の温度分布鶴=υ (・ ,ν )を知りたい。元になるのは、熱方程式となる。

(2.1)               &υ (一κ▽υ)=∫
κ
(ω ,ν )は熱伝導率、∫(π ,7)は熱源分布を表わす (境界条件は、シミュレーション場の所で

後述する)。                            |
この方程式 (2.1)は、普通には、初期値・境界値問題を設定し、それを差分法によって空
間差分化して常微分方程式を作り、台形法 (ク ランク_ニコルソン)によって解く。この時、
式 (2.1)は、

00       -く難+:}b=ノ
と書かれることが多い。この式 (2.2)は、たとえばκに場所依存性、温度依存性がある場合

(κ =κ (π ,y,2))には間違いである。κは温度勾配▽υと直接くっついていなければならない。

(2.3)        
£ (_κ斃 )+場 (一

κ
%)=∫
′



この式 (2.3)に基づいて離散化したモデルの解は、式 (2.2)の解とは違ったものになる。
なぜ、そのような誤りをするかと言うと、熱方程式のモデル化の元になっている考え方 :
熱の保存則を忘れて、微分方程式がひとり歩きしてしまったことによる。実は、式(2.1)は、
「領域0の表面Fからの流出量+fr φ。2JSは、領域0内での発生量島∫ごυと等しい。」
という物理量の保存則を表している。

(2.4) あノ
ノ
九〓

Ｓ
ご
πφ

√

ノ
Ｆ

φは単位面積当たり、単位時間当たりの熱量の流量ベクトルを表わし、ηは
「
上に立てたタト

向き単位法線ベクトルを表わす。Jsは面積要素、ごυは体積要素。

式 (2.4)を保存則の積分形式という。左辺を、ガウスの発散公式を使って、

(2.5) I・
・πJS=ノ

lJjυ
φごυ

と変形すると、式 (2.4)は、

(2.6)                        υlご
`υ

φごυ〒/:∫
ごυ

となる。ここで、熱は温度勾配▽鶴(c,ν )に比例して、高温部から低温部に流れる :

Φ=一κ▽% (κは熱伝導率)

ノlαづυ(―κ▽し)ごυ==り1∫ aυ
とすれば、

(2.7)

となり、積分をはずせば、式 (2.1)が出る。

村田は、前に述べた、保存則のようなモデルの元になるような考え方を、忘れてしまう
ような過ちをしないよう、

「積分形式保存則を満足するように差分化するCV(COntrol Volume)法 」
を奨めている。シミュレーションでは、収東判定値にもよるが、o.ool%以下で、保存則を

満足させることはたやすい。

具体的には、式 (2.4)に基づきΦ=一κ▽じとした次式で、空間離散化を行なう。

(2.8)

次に、縦 10cm(y方向)横 1lcm(X方向)の長方形の例で、離散化の手順を説明する。今
Fig.1の ような locm× 1lcm四方の板をメッシュに分け、各格子点での温度分布を考える。
Fig.1では、メッシュを横 (x)、 縦 (y)方向ともlcmき ざみで均等にとっているが、実務上、
大事な所 (熱源の境界など)は メッシュを精しくして解くので、不均等あみ目となる。格
子点には、Fig.1の ように通し番号を付ける。全格子点数が方程式の元数となり、Fig■ で
は、Ⅳ =″ (ν方向)× 〃1(2方向)=lo× 10=100点 となる。t番目の格子点と、隣あう
十字方向の4点はそれぞれ、づ+1,j-1,j+m,づ 一π点となっている。この例では、境
界条件は、Fig■ のDA,AB,AC境界を固定境界とし、簡単のために温度υ=OIσ ]と与え
る。上側のDC境界は、ノイマン境界 (κ▽し=0:∫れ"が

0)と する。

f(一
κ▽υ

)・
πごS=ノ

|ノ
dυ
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Fig.2。 Mesh for CV methOd

この Fig。 1の各節 (格子)点 Jの j点回り
に、小領域PQRS(Contr。l vOlumeと い

う)を作り、その周囲を「
に見立てて、式  1

(2.8)の CV法による離散式を作る(Fig。 2)。
A

辺PQ,QR,RS,SPに立てた外向き単位法線   Fig。 1.SimulatiOn Field
ベクトルが、(πr,れy)r=(0,-1)T,(1,0)T,(0,1)r,(_1,0)Tで あることに留意し、また、

▽いπ=(斃 ,%)T。 (・″,・y)T
であることを使うと、左辺の線積分 :

の各項は次のように書ける。

(2.10)        ノ[9ニーdP(・≒屁だ十
二)(-1)午…Ⅲご。(1生ぅテ1:二・)(-1)等

(2.11)        プ:R豊
―dO(7)(+1)午―LR(7)(+1)等

(2.12)         
ノis豊
―ごR(1生
う)i11生
)(+1)`壼
LL_as(7)(+1)豊

;二

(2.13)         ノ:P豊
―as(・
1孟まF望り(-1)等

―dP(T)(-1)等

:ギ 込:駆『 膚緊 就 ば 覗 隻 寒黙 t鳳 1輝 薯亀 へ″fY:
たとえば、P点でのκ(0,y)≡ みは、4点を,を 一れ,を一れ-1,j-1が囲む面内一定として、
プログラムレベルではDF(j)に格納するなど工夫する。配列DFの範囲は、DF(Ⅳ +″ )
まで必要となる。
これら(2.10)～ (2.13)式を、υづ_れ ,υ:-1,■ |,%イ +1,υ

`+れ
項毎に整理すれば、第j番方程式 :

(2.14)     a:,`_れ 鶴ィ_"+αづ,:_lυづ-1+α
`,`υ`+α

:,j+lυづ+1+α
`,jttπ

%:+π = ■

�

(2.9)          J:(―κ▽Z)。πごs=I。
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怖=:[P(争十絵)+dO(争 +告)+αR(論 +絆)+aS(缶 +絆)|

%―m―:[s絆 +dP絵
|

%・ 1=一:[P争十ごQ争
|

ぃ=―:卜争十ごs缶 |
いつ     %+れ =一:[9綺十ぬ絆|
難119鍔雅咸

"房

l長鷲ご寵翌灘錦纂膚F∫2乳br媚
t=m×

(プ
ー1)+ん  (プ =1,π l,た =1,m;π lは 2方向の点の数)

などのように指定する。Fig■ の場合は、はなはだ簡単に、んz=んπ+=ん2_=1卜 7′」,んν=
んν+=んν_=1降π]である。今、どP=」9=JR=ご s=11戻#扇]と すれば、式 (2.15)は
それぞれ、

(2.16)αを,ィ =4.O αを,I_π =-1・O α
`,づ

_1=~1・O αちj+1=~1・ O αム」+77t=~1・ 0

となる。問題を簡単にするのは、ん"=んν=1卜
πlと することより、むしろん

“
=んνの均

等あみ目とすることが主役である。その時、

Q,ィ =:[2dP+2ご9+2JR+2ご sl

α
J,づ―m=_:rs tt dPl   a7づ ,I_1==一

:[ご
P+αd

ar`,じ+1==― :rR+αsl   Q,ィ +π =― :IごO+ごRI

などとなる。実務上、避けて通れない不均等あみ目 (んπ+≠ んπ_,んν+≠ んν_)は、行列

A(αづ,J)を解きづらくする一因となり、あみ目の取り方が、解いた結果に影響する。

村田の奨めるあみ目の取り方は、F遺.1の 1卜7′」を分割する分割数を〃Jと して、1卜π〕
毎に″Jの値を変えてやる方法である。1[―]毎に、んz=デ)が変わることになる。メッ
シュを倍に精しくしたければ、〃J=2と すればよい。プログラムレベルでは、節点j番

(プ列に当たる)の、たとえば んz_,ん "+を
、それぞれ ,IX(」),DIX(J+1)に 格納 してお

く(yも 同様)。 lom毎の境界では、んπ_≠ ん"+と
なるわけである。Fig.1で、χJを導入し

て均等あみ目(んπ_=んπ+)とすると、
ヵr=ゴИJ.lo  飛rl=」ИJ.11_l  Ⅳ =」И・力rl
というあみ目になる。行列Aは、■×π行列なので、メモリサイズは、8× η2Byte必要。



これら係数も、上側のノイマン境界の節点 (CD上)では、左辺の積分区間をFig。2の下
半分だけにする必要があり、扱いが異なる。線積分は、

(2.17)    メ。D(一κ▽0。π as=点P+推。+ty
となり、CD上の節′点では、係数は(2.15)と 同様の手順で、

%=:[P(争 +絵
)+ご
ο(争十綺)|

Q・π=―:[P絵
|

Q.‐ =― :卜争+α9争 |
ar」,2+1=0・ 0

い0      %η =一:レ綺|
となる。んπ=んν=lI_l、 ごP=ご9=1[σ置場7]の下では、

(2.19)α J,を =2.O αィ,ィ_m=-0・ 5 αム」_1=~1・O α
`,`+1=0・
O αづ,づ +π =~0・ 5

となる。

ここでのシミュレーションでは、κ=1.oの一定では、面白くないので、Fig.1の両側の

伝導率κに段差をつける。
j=1→ 10    妨(α ,ν)=DF(一定値)
づ=101→ 110  娩(■,y)=DF(一定値)
それ以外は、κ

`(2,y)=1・
0と する。

zィは節点 1～ 100ま でだが、κをは 1～ 1loま であることに注意。この変数 DFを 、DF=
1.0[戻響扇]にすれば、κ=1-定 の固定境界、DF=0.0にすれば、両サイドはノイマン
境界 (―κ▽し=0)と 同じになる。j=1→ 10の各係数は、

%=:pF2+2+2+DF刊 =p+2D刷

Oη   噛 ― :μ
+D月  %=ao

となる。

また、節点をに隣あう各t+1,j-1,j+π ,t― mのいずれかに、固定境界がある場
合には、違った扱いをする必要がある。例えば、左側に固定境界υ=し。(=0)を持つE′点

(Fig.1)の場合には、j番方程式が、

(2.21)      αガ,ィ _mじ。+αづ,イ _lυ
`_1+α

j,`π″+α
`,ィ

+10j+1+αづ,ィ+mυJ+m= 洗



となる。この時、未知数項でないQ,′ _れ■oは、右辺に移項して■の仲間に入れる。したがって、

(2.22) αJ,づ -lυJ_1+α:,`υ:+α
`,J+1鶴

J+1+αづ,`+πυ
`+m=二

~αづ,j_mυ。

を解 くことになるので、係数は、

αイ11-れ =0。 0

α
`,j-1,α
:F,αJF+1,Q,づ +れ は、式 (2.15)と 同じ

と設定する。し。=oな らば、なおさら簡単で、
右辺に手を加える必要はなくなる。

4意為ぷ撃βttfゝご寧扮 Aし
対称性 (隣あうcontr。1ヽもlume境界で、連続
であることからも明らか)を利用すると、各 j

について、α:,ぁ α:,`+1,α
`F+π
だけ作れば十分だ

ということになる。この時、 Fig.3.Band Matrix

(2.23) αづ―m,イ %j―π+α
`-1,ィ

zJ_1+α
:,ご
τ:+αJ,ィ+lυ:+1+α

`,I+れ

鶴:十れ= ■

を解 くことになる。プログラムレベルでは、

αば,づ =スス(I),αづ,J+1=AB(I),αィ,ご +れ =4σ(I)
と配列を用意し、それぞれの範囲をスバⅣ),■3(―ν :Ⅳ),スθ(―″ :Ⅳ)(一M:Nは一M
～Nまでの事)と し、

■3(Ⅳ)=0・0, ス(0)=0

(2.24)ごο」=Ⅳ ―″ +1,Ⅳ Iスσ(r)=o.0] ごο J=1-ν ,0[スσ(I)=0.01
と初期設定 してお く工夫だけで、A・Uが次式のように楽に計算できる。
Jο 」=1,Ⅳ

[■=AC(I_M)*U(I‐M)十 AB(I-1)*U(I‐ 1)+AA(I)*U(I)+AB(I)*U(I+1)十 AC(I)*U(IttM)]

(2.24a)

節点 1について見てお く。節点 1では、

(2.25) al_πυ。+αl_1■0+αl■1+α l+1■1+1+α l+πυl+π = Jl

である。αl_れ =0,ol_1=0と しなければいけない。実際には、式 (2.24a)か ら、
AC(1_M)*U(1-M)+AB(0)*U(0)十 AA(1)*U(1)+AB(1)*U(2)+AC(1)*U(1+M)=■

(2.25a)

となる。し,の範囲は、び(一〃 :Ⅳ +〃)で、び(―″ )～び(0)=0・ 0、 1/(Ⅳ +1)～び(Ⅳ +ν)=
0.0と 始末する。αl_m=0,ol_1=0は 、式 (2.24)か ら満足 している。
後回しにした、右辺の始末は、

・
=I∫ ごυ

の面積分になる。Fig.2の面PQRSから、発生または吸収される熱量を4つの部分の合算で
求める。伝導率んの場合のように、面 (i,i― m,i‐ m‐ 1,i_1)内は一定の熱源をもつとして離散



化するので、この面の熱源を、」P喰武編]と すれば、:面 (iWPT)に当たるんへの寄与は、

ル午午 I霊](厚さが1卜π]あると思う)となる。
したがつて、節点 Jでのんは、

020 ん=ル写年十ん午年十九写等+ん
ん
"_ん
y+
[豊〕

と求まる。んπ=んν=1な らば、ん=:(JP十 ん +JR+」5)o
当然、上側のノイマン境界上の節点 (CD上)では、積分区間が下半分しかないので、

んοD=∫Pl;二重型ニート∫9
ん2+んν_

I豊 ]

となる。

式(2.26)は、ん"=んν均等あ
み目で、」P=ん =ん =ん =∫Cな らば、

二=¨
んν
(JP+ぁ +JR+兵→=∫ C・ んzんν

と簡単になる。

今回のシミュレーションでは、熱源を節点をに対 して、

i=42 to 44,i=52 to 54では: 光=+0.2[鑑]′ :

i=46 to 48,i=56 to 58では: 元=-0.2時釜1,
と与える。プログラムレベルでは、面 (i,i― m,i‐ lln‐ 1,i-1)の熱源密度をFP(I)の配列に格納
しておく。FPの範囲は、FP(NttM)ま で必要で、伝導率κと同じ扱いをする。離散化時に
は、各節点 jでの温度υづや、メッシュで区切つた面での密度として扱うκ(ごP),JPな どの物

理量には、それぞれの扱いに特に注意を必要とする。

また、はじめに対称の熱源んを与えるにはそれなりの意味がある。もし、離散化が間違っ

ていれば、解は非対称になり、そのデバッグになる。

3(対 称 )帯ガウス (BSGLU)
かくして、式 (2.23)に より、

(3.1)             A(a`,′ )・ U(%ィ )=F(■ )

のn tt n列の連立一次方程式を解くという問題に帰着したわけである。
また、Aは、各行 (i)につき、l αj″ |≧ Σ」≠ィlαィ,ブ |になっており((2.16)を見よ)、 行文寸角
優位になっている。Aが、行対角優位の時には、ビボット(音6分軸)選択なしのガウス(消
去法)で、上三角化でき、解けることが分かっている。部分軸選択があるなしで、計算時間
が主部だけで倍違う。

数値シミュレーションとしての(3.1)の帯状の疎行列のソルバーとしては、基本的には対

称帯ガウス (後述)を使い、それで実務的にメモリ、計算時間の
`点
で負担が大きい場合に

は、この例のように対称正定値問題ならば、反復法である前処理つき共役勾配法(ICCG,後

2   2

(2.27)
2   2



述)を使うということになる。非対称ならば、双共役勾配法(BCG)を改良したBCGSTAB
を使う(推奨)。
また、AU=Fを解く時、U=A~lFと はしない。逆行列A~1は理論的には重要だが、実
際に計算するものではないことに注意すべきである。以上、これからのあらすじを述べた。
順に説明する。

まず、ふつうのガウスから始める。ガウスの消去法の核 (主部)は、
「 k番方程式 (軸方程式)に、αづた=~Qん /αたたをかけたものを、i番方程式 (j≧ ん+1)に加
える: α:J=α

`′

十α株。αたJ ;ゴ =ん +1,■  」
ところである(Fig.4)。 この操作を、どういう順番でやるかには任意性があって、2つのや
り方がある。

ぃ1行ガウス (先にjを動かす;GLUR)

レl列ガウス (先にiを動かす;GLU)

Fig.4 Gauss's climinatiOn

FORTRANの場合、αj′は、主言]憶にA(1,1),A(2,1),A(3,1)¨・A(1,2),A(2,2)の ように、iの
添字から順次隣の番地に格納される。したがって、FORTRANでは、最も内側のループ内で配
列の左債1の添字が動くようにし向ける列ガウスの方が良い。たとえ、配列A(NxN× 8 Byte)
が主メモリに全て入る場合でも、列ガウスは、行ガウスより3倍程度速いとみるべきであ
る。メモリに入りきらない大きさの配列の場合には、仮想メモリ方式計算機では、ページ

スワップなどのメモリの入れ替えが起こり、行ガウスは、列ガウスに比べて大きく不利に

なる。

Ax=Fを解く、軸選択あり(対角項に最大の数値を選ぶ)列ガウスの全体プログラムを、
念のため付録1にのせる。軸選択ありにした理由は、軸選択なしのガウス消去法が上三角

行列の条件数をひどく大きくしうることがあるので、精度的に安心できないからである。

軸選択すれば、精度的に安心である。また、対角優位の場合には、軸選択なしでも精度的

に安心であることが分かっている。

付録 1において、入力として、A(N,N)に係数を、F(N)に右辺をセットすると、F(N)に

解が出力される。サブルーチンGLUは、Aに対する前進消去で、サブルーチンGSLVは、
Fに対する前進消去と後退代入の部分である。(CLOCKOと CLOCKは、CPU時間計測の
ために作つた。)A、 Fの設定は、今回のシミュレーションによって与えている。この行列
Aの場合には、行対角優位なので軸選択が起こらないで計算できて、解を持つための必要
十分条件 :IR=0を満たす。
プログラムレベルでは、列ガウスと行ガウスの違いは、次の部分の違いである。

do i=k+1,n

α= ~α:た /αたた
do j=k+1,n

αlプ =αイJ+α・αた」
た―ゥ!  |

do j=k+1,n

β= ―αん」/αたた
dO i=k+1,ユ

αむ=α :」 +α
`た

・β



C

[11行ガウス (GLUR)

D0 130 」 = K+1, N
IF( IPKoNE.K ) THEN

W = A(IPK,」 )

A(IPK,」)= A(K,J)
A(K,」)=w
END IF

130       coNTINUE

D0 150 1 = K+1, N

T=A(I,K)

D0 140 」 = K+1, N

A(I,」)= A(I,J)+T*A(K,J)
140         coNTINUE

150       coNTINUE

レl列ガウス (付録1:GLU)

D0 130 」 = K+1, N
IF( IPKoNE.K )  THEN

W = A(IPK,」 )

A(IPK,」 )= A(K,J)
A(K,」)=w
END IF

140

130

T=A(K,」 )
D0 140 1 = K+1, N

A(I,」) = A(I,J)+A(I,K)*T
CONTINUE

CONTINUE Fig.5 Dimension A(n,n), AR(0:m,n)

も負担λゞ裂きすぎるよ牙lキ F8瞥富塗彎詰:■こ底『 テ[ξi各瞑ぁ誤轟品λ薫曇言写まく利用して、特にメモリ使用量を減らす工夫をする。その基礎的な方法として (対称)帯
ガウスがある。

考え方としては、各 i番方程式 (2.23)を、AR(0:M,N)の 2次元配列を用意して、
■2(ノ ーを,づ)=α″

f弩卍I:箕管キ頂1lBツ色′咆 寒[「
つて「列ガウスを解く。AЩ o,j)=αだとなる
、式 (2.24a)の 、AA(I),AB(I),AC(I)を 、

do I=1,N

[AR(0,I)=AA(I): AR(1,I)=AB(I): AR(M,I)=AC(I)]
して埋め込むことになる。



このARoを使えば、列ガウスの主部は、次のように書き換わる。
卜l対称帯夕Jガウス

do j=k+1,� n(kttm,n)

β= ―ar」 _た ,た /αrO,た
dO i→ ,�n(k+m,n)

αη―′,」 =″:―J:J+β・″づ_た ,た
これは、列ガウスのαたた=α7o,た ,α″=arJ_`,`な どと、単に書き換えたにすぎない。この

工夫により、所要メモリは列ガウスに比べ、■2かられ×πのオーダーに減る。主部の積和
回数も、■2かられ2に減つている。今、n=loO,m=10の場合に、A(100,100)は 80kByteの
メモリを要する。あみ目のきざみ幅を、hx=o.ll― lに して、mを lo倍精しくしただけで、
Aは 950M Byteの メモリを必要としてしまう。これでは、理論上はガウスで解けるが、実
務上では解けない。

4 シミュレーション結果
全節までの方針をもりこみ、プログラム化すると次のようになる。
工MPLICIT REAL■ 8 (A― H′ O― Z)
REAL'4 cPuT
PARAMETER(M」 =■ ′M=MJ'■ 0′ M2=MJ'■ 1-■ ′N=Mキ M2′ EPS=1.OD-7)
DIMENSION AR(0:M′ N)′ AA(N)′ AB(― M:N)′ AC(―M:N)′ F(N)

READ(5′ ■)DF
WRITE(6′ ■) ′ t DF= ′′DF
WR工 TE(6′ ■) ′ t M= ′′M′ ′ M2= ′′M2′ ′ N= ′′N
FM」= DFLOAT(MJ)
DHX=1.ODO/FM」
DHY=■ .ODO/FM」

DO ■0 工=1′ M-1
AA(工 )=2.ODO★ (DF+■ .ODO)
AB(■ )=― (1.ODO+DF)/2.OD0
AC(工 )=-1.OD0

10 CONTINUE
AA(M)=DF+■ .ODO
AB(M)=0.ODO
AC(M)=-0.5D0

D0 30 」=■ ′M2-2
D0 20 K=■ ′M―■
AA(M■」+K)=4.ODO
AB(M★」+K)=-1.ODO
AC(M★」+K)=-1.ODO

20   coNTINUE
AA(M★」+M)=2.ODO
AB(M★」+M)=0.OD0
AC(M★」+M)=-0.5DO

30 CONT工NUE

D0 40 工=N―M+■ ′ N―■
AA(工 )=2.ODO'(DF+1.ODO)
AB(工 )=― (1.ODO+DF)/2.ODO
AC(工 )=0.ODO

40 coNTINUE
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AA(N)=DF+1.OD0
AB(N)=0.ODO
AC(N)=0.ODO

C
D0 50 ェ=1,N
AR(0′ 工)=AA(工 )
AR(1′ 工)=AB(工 )
AR(M′ 工)=AC(工 )

50 CONT工 TヽUE
C
★C    Uhen ■'★
D0 60 」= 5★ MJ-1′  6'MJ-1
D0 70 ェ=0′ 2'M」
F(M'」  +2★MJ+ェ )= 0.2DO★ (DHX★ DHY)
F(M★」 +6★MJ+工 )=-0.2DO'(DHX'DHY)

70   coNTINUE
60 coNTINUE
C
CALL CLOCK0

C
★C    AR★ U=F wo TOkuF Kotae ――> F ナ★★
CALL BSGLU(N′ M′ AR′ EPS′ 工R)
CALL BSGSLV(N′ M′ AR′ F)

C
CALL CLOCK(CPUT)
UMIN=F(■ )
」UMIN=■
KUMIN=■
UMAX=F(1)
」UMAX=1
K― X=1
D0 130 」=■ ′M2
DO ■20 K=1′ M
工=M★ (」-1)+K
IF(F(工 ).LT.UMIN)THEN
UMIN=F(工 )
」UM工N=J
KUMIN=K
ENDIF
IF(F(工 )。 GT.UMAX)THEN
UMAX=F(工 )

」UMAX=J
K― X=K
END工 F

120   CONTINUE
■30 CONT工NUE
C
WRITE(6′ ■) ′ t M」= ′′MJ
WRITE(6′ ■) ′ t CPUT= ′′CPUT
WRITE(6′ ■) ′ 亀 UMIN′ (x′ y)= ′′UMIN′ ′(′ ′」UMIN′ ′′′′KUMIN′ ′)′
WRITE(6′ ■) ′ 亀 UMAX′ (x′ y)= ′′UMAX′ ′(′ ′」UMAX′ ′′′′KUMAX′ ′)′

C
WRITE(6′ ★) ′ z=[ ′

C
CC    D0 80 K= M′ M」′―MJ
CC      WR工 TE(6′ 2000) (F(M★ 」+K)′ J=MJ-1′ MJ■■0-■ ,MJ)′ ′ ′ ′
CC 80 CONT工 NUE
★C    MATLAB You 十★★
D0 80 K= M」′M′ MJ
WRITE(6′ 2000) (F(M★ 」+K)′ J=MJ―■′MJ'10-1′ MJ)′ ′ F ′

80 CONTINUE
2000 FORMAT(■H ′■OF6.2′ A3)
C
WRITE(6′ ★) ′ ]′  ′
WRITE(6′ ★) ' contour(0:1:9′  0:1:9′  z′ ■0)′ ′

１
■



C
STOP
END

CCC
SUBROUTINE BSGLU(N′ M`AR′ EPS′ 工R)
工MPL工 C工T REAL★ 8 (A― H′ O― Z)
D工MENSION AR(0:M′ N)

C
工R=0
D0 100 К=1′ N
工F(ABS(AR(0′ K))。 LE.EPS)THEN
工R=工R+1
RETURN
END工 F

C
D0 120 工=K+■ ′MIN(K+M′ N)
T=―AR(エーK′ K)/AR(0′ K)
DO ■30 」=工 ′MェN(K+M′ N)

130         AR(」 ―工′工)=AR(J―工′工)+T'AR(J― K′ K)
■20    CONT工 NUE
100  CONT工NUE
RETURN
END

CCC
SUBROUT工 NE BSCSLV(N′ M′ AR′ B)
工MPL工C工T REAL'8 (A― H′ 0-Z)
D工MENS=ON AR(0:M′ N)′ B(N)

C
D0 100 K=■ ′N
BK=B(K)/AR(0′ K)
D0 110 工=K+■ ′MIN(K+M′ N)

■■O      B(工 )=B(工 )―AR(エーK′ K)'BK
100  CONT工NUE
C
D0 200 K=N′ 1′ ―■
S=― B(K)

2■O  DO:l:点llぜぶ1普帯∫助
B(K)=― S/AR(0′ K)

200  coNT工 NUE
RETURN

‐      END

ここで、サブルーチンBSGLUは 、軸選択なしの対称帯ガウスで、BsGSLVは、右辺の
計算である。それぞれ、列ガウスのサブルーチンGLU、 GSLVに対応する。対称帯 列ガ
ウス(BSGLU)の主部は、

D0 120 1=K+1,MIN(K+M,N)

T=―AR(I―K,K)/AR(0,K)

D0 130 」=I,MIN(K+M,N)
130         AR(」 -1,I)=AR(J― I,I)+T*AR(J… K,K)

120    CONTINUE

となる。(CLOCKO,CLOCKは付鋼ヒ と同じ。)
また、メインプログラムの

WRITE(6,*)'z=['
以下は、MATLABに より、し

`(F(I))の
温度分布を等高線表示するための準備となってい

る。これは、実行時にリダイレクションを利用し、MATLABの Mフ アイル (この例では
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elp.m)を作るためである。プログラムファイルをelP.fと して、コンパイラをf77と する
と、DF=1.0,MJ=1の下で、
%>f77 elp.f

%>elp>elp.m
l     、  

子   1 1       11.0                                 ヽ
とする。elp.mには、
l DF= ■.000oooo0000000o                            ヽ |  `     ｀
l M= ■O  M2= ■O  N= ■oo                         ｀

lM」= ■                                    _ 、

t cPuT= 0.OoOoo0000e+00
l UMIN′ (x′ y)= -0.3525687318769837 (6 ′8 )
t UMAX′ (x′ y)= 0.2137456301207766 (6 ′3 )             l              . |
Z=[                                         |
0.0■   0.01  0.03  0.05  0.08  0.08  0.05  0.03  0.01  0.01
0.0■   0.02  0.05  0。 10  0.20  0。 20  0.■ 0  0.05  0.02  0.0■
0.01  0.02  0.05  0.■ O  o.2■   0。 2■   0.10  0.05  0.02  0.0■
0.00  0.00  0.0■   0.o5  0.14  0.14  0.05  0.0■   0.00  o.00
-0.0■  -0.03 -0.04 -0.05 -0.05 -0.05 -0.05 -0.04 -0.03 -0.o■
-0.03 -0.06 -0。 ■0 -0。 ■5 -0.25 -0.25 -0。 ■5 -0。 10 -0.06 -0.03
-0.04 -0.09 -0.■ 4 -0。 22 -0.34 -0.34 -0.22 -0.14 -0.09 -0.o4
-0.05 -0.10 -0。 ■6 -0.24 -0.35 -0。 35 -0.24 -0。 ■6 -0.10 -0.o5
-0.05 -0.11 -0.■ 6 -0.22 -0.28 -0.28 -0。 22 -0。 ■6 -0.■ ■ -0.o5
-0.05 -0.■■ -0.■ 6 -0。 22 -0.26 -0.26 -0.22 -0。 ■6 -0.1■  -0.05
]F
contour(0:■ :9′  0:■ :9′  z′ 10),

が入る。ここで、MATLAB上での2次元配列(Z)の 1行日は、等高線の作図では下側に
なるので注意すること。実際に、各鶴

`の
温度をFig.1の格子点の並びで出力すると、左下

が節点 1、 右上が節点looで、
-0.05 -0.11 -0.16 -0.22 -0.26 -0.26 -0.22 -0.16 -0。 11 -0.05
-0.05 -0.1■  -0。 ■6 -0.22 -0.28 -0。 28 -0。 22 -0.16 -0.11 -0.05
-0.05 -0.■ 0 -0。 ■6 -0.24 -0.35 -0。 35 -0.24 -0.16 -0.10 -0.o5
-0.04 -0.09 -0.■ 4 -0.22 -0.34 -0.34 -0。 22 -0.■ 4 -0.09 -0.04
-0.03 -0.06 -0。 10 -0.■ 5 -0.25 -0.25 -0.■ 5 -0.10 -0.06 -0.03
-0.0■  -0.03 -0_04 -0.05 -0.05 -0.05 -0.05 -0.04 -0.03 -0.0■
0.00  0.00  0.0■   0.05  0。 14  0.■ 4  0.05  0.01  0.00  o_00
0.01  0.02  0.05  0.10  0.21  0.2■   0。 ■0  0.05  0.02  0.01
0.0■   0.02  0.05  0。 ■0  0。 20  0.20  0。 ■0  0.05  0.02  0.01
0.0■   0.0■   0.03  0.05  0.08  0_08  0.05  0.03  0.0■   0.0■

となっている。このelp.mを 使い、62-101,103ワ ークステーション上で作図する。
%WS>mttlab (と起動)
Comand WindOwに MATLABのプロンプト(>>)が出たら、elpと入力する。elp.m
のMフ ァイルが読み込まれ、等高線が出力される。
%WS>elp
この等高線は、絵が出ている時に、

%WS>print_deps elp.eps
と入力すれば、epsフ ァイルに出力できる。実際に等高線を出力したものが、Fig。 6であ
る。両サイドの熱伝導率が、DF=1.0[高警扇]で、M」=1の時には、各節点中の、最小温度
(υれれ)、 最大温度 (しれ。″)は、
■薔"= ~0。

35251σ](π ,y)=(6,8);  しれα.= +0.2137[σ ](",ν)=(6,3)
となる。いずれも、熱源付近になる。
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これを、DF=0.oとすると、左右の固定境界はノイマン境界と同等な条件となり、しづは、
-0.49 -o.50 -0.52 -0.55 -0.58 -0.58 -0.55 -0.52 -0.50 -o.49
-0。 48 -o.49 -0.52 -0.56 -0.60 -0.60 -o.56 -0.52 -0.49 -o.48
-0.45 -0.46 -0.50 -0.56 -0.66 -0.66 -0.56 -0.50 -0。

46 -0。 45-0.41 -o.42 -0.45 -0.51 -0.62 -0.62 -0.51 -0_45 -0.42 -o.41
-0。 34 -0.35 -0.37 -0。 41 -0.50 -0.50 -0。 41 -0.37 -0。 35 -o.34-0.26 -o.27 -o.27 -0.27 -0.27 -0.27 -0.27 -0.27 -o.27 -o.26
-0.19 -0。 18 -0.■ 6 -0.12 -0.04 -0.04 -0.12 -0.■ 6 -o。 ■8 -0.19-0.12 -o.11 -o.o8 -0.o3  0.08  0.08 -0.03 -0.08 -0。

11 -o。 ■2-0.07 -o.o6 -o.o4  0.o2  0。
1■   o。 1l  o.02 -0.04 -0.o6 -o.o7

-0.03 -o.o3 -0.o■   0.ol  o.o4  0.04  0.0■  ―o.o■  _0.o3 -o.o3

で、 しガn= _0.6595[σ ](3,ν)=(6,8);  υπα″= +0。 1133[σ l(2,y)=(6,2)
と変わる。その時、等高線は Fig。 7と なる。左右の境界では、ノイマン境界なので、等高
線は境界に対して垂直に切れる。しなの温度分布は、熱源に対して妥当な分布となっている。

最後に、DF=1.oの場合で、鶴れれ,υ
"α
″のあみ目(MJ)依存性を見ておく(Fig.8)。 MJ

値によって、%れれ,υ
"α
τの   腱̂.

位置は、ほとんど変わらな  U
い。実測は、 日立 FLORA
330 DK2(Pentium3)933M Q

なっ■、

り2561ⅥByteで行   。。1

通常、あみ目が精しくな
るにつれて、値は小さくな
る。Fig.8に よれば、MJ=
20(hx=hy=1/20cm)の結果
に対して、MJ=6の解は
鶴れ,υれα″とも、 まだ 13%
程度違っている。2%程度の
精度が必要ならば、M」=15
にしなけれ|ゴならない。 Fig。8 MJ dependence of umjれ ,鶴れα″

Q0

-0。
l

1'o

Fig。 6υ
`distributiOn(DF=1.0,Ⅳ

[」=1) Fig.7鶴づdistributiOn(DF=0.0,MJ=1)

02137

14



Table lに 、M」 を変えた時の、元数 n、 配列 A,ARのサイズ (MB)ヽ ソルバを対称帯
列ガウス (BSGLU)、 列ガウス (GLU)、 行ガウス (GLUR)と して解いた時の CPU時間
を示す。帯ガウスでは、M」=6ま で 1秒以内で解けるが、列ガウスは MJ=6で 1018秒
もかかる。行ガウスでは、その 4.3倍かかる。これでは、実務上、列ガウスは使えない。
なお帯ガウスは、M」=15で 3秒 (じπれ=-0・ 15871Cl;鶴 m ar=+0.1105[CI)、 MJ=20で 8秒
しれれ=-0。 15561C];υ mα″=+0.10871Cl)で 計算し終る。

Table l Solver performance fOr MJ(meSh Size)

M」 Zmれ (C) しれα″(C) N A(MB) AR(MB) BSGLU(s) GLU(s) GLUR(s)
1 -0.3525 0.2137 100 0.08 0.008 0. 0. 0.

2 -0.2481 0.1620 420 1.4 0.067 0. 1.0 2.0

3 -0.2100 0.1407 960 7.3 0.23 0. 16 54

4 -0.1942 0.1325 1720 23 0.55 0. 87 164

5 -0.1837 0.1258 2700 58 1.0 0. 335 860

6 -0.1779 0.1224 3900 121 1.8 0. 1018 4451

5 1CCG(共役勾配法)
実務的には、メモリ、計算時間の負担を減らしたい一′亡、で、直接法の帯ガウスの代わり

に、反復解法であるICCG法 を使う。ただし、反復法は解の精度が問題になるので、帯ガ
ウスはICCGを組み込んだ際のデバッグにぜひとも必要である。
反復角準法の原理を説明する (反復解法とは言うものの、始めはやはリガウスの消去法に

たよる
)。 方程式 :

(5.1)                 Ax=b
において、行列 Aを 、A=A。―Rと分離し、左辺の一部を右辺に移項して、

(5.2)               Aox=Rx+b
と書 く。A。をガウスの消去法で LU分解 (A。 =LU)することは容易とすると、反復式 :

(5.3)              Aox(k)=Rx(k~1)+b
は、A。 に対するLU分解を一度行なっておけば、後は、各 kについて右辺を計算 し、その
右辺に対して前進 。後退代入を行なうだけで計算が進められる。この時、(5.2)(5.3)式 より、

(5.4)            A。 (x― x(k))=R(x― x(k~1))

すなわち、

(5.5)            x― x(k)=AJlR(x― x(k~1))
この式を繰り返し、        =(A『 lR)2(x_x(k~2))…

=(A『lR)ん (x― X(° ))
この式の両辺のノルムをとると、

(5.6)          ‖x― x(k)‖≦‖AJlR IIん 。‖X― X(0)||
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―R

Fig。 9 Simplest selection Of A。 ,R(Bad)
があるが、それは、1又東が遅く実用的でない。

もっとよい A。 とRを選ぶ方法がある。
R=A。―A (A。 =L・ U):今 1麟寸称なのでUだけ考えればよい。
=L・ U一A   ただし、Lの対角要素は 1

のi行要素が、(i,i― m+2),(i,ittm_2)の所だけに生ずるような、A。 =L・ Uの上三角行列
Uを作る(Fig.10)。

よつて、‖A51R II≦ 1な ら (ん → ∞

にて)、 x←
)→ Xが保証される。A=

A。―Rと分離 した時、A。が Aの主
部を形成 し、A。 と比べ Rの部分が
わずかであればある程、|I AFlR‖
は、1と比べ、より小さくなる。単

純には、帯行列の3重対角部 :

(%_1,%,Q,件 1)を A。 とし、夕報」
の(Q「 _れ ,Q,■m)を一Rに選ぶ方法

岸 AげR

Fig。 10」生。,R Set by lncomplete LU
この L・ Uは、元の行列 Aにはならないことから不完全 LU分解 と呼ばれる。Uの i行要
素は、

υj,J(=″ 1), しを
,づ+1(=L), 2.F+π 二1(=CF), ・ :,j+π (=CI:元

の ま ま )

をもつ。(後述するが、このし
`F+m-1を
使う不完全 LU分解を前処理に使つたICCG法を、

特にICCG(1,2)と 名づける。さらに、内側にもう1本υづ,づ十れ-2を増やしたものはICCG(1,3)

と呼ぶ。)
元の行列Aの要素を、
α:=Aの (i,i)署素, a=Aの (i,i+1)要素, Q=Aの (i,i+m)要素
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υ =

J:=

とすると、

do i=1,ュ

α
`一
Cれηごj_π 一cれれ+1ご:_π +1

1/υ

b`― c._m+lCづ―れ+14-π +1
_c=j_lbづ_1晩_1 eこニーCt_l Zl_1とこ_、

とすればよい。υJF+れはヽ元のAのまま:=Qo clは ヽ元のAでは 0。 この時、Rの要素
(i,i―
m+2)(i,i+m_2)は、元の行列Aが、
αィ=4, αづ+1=~1, αづ+れ =-1
という、ここで扱う標準行列の時、その値はかなり小さなものとなっている。プログラム

は、次のようになる。
SUBROUTINE ICDCMP( N′ Ml′ AA′ AB′ AC′ AE′ UB′ DI′  U)
IMPLIC工T REAL■ 8 (A― H′ 0-Z)
DIMENSION AA(N)′ AB(― Ml:N)′ AC(― Ml:N)′ DI(―Ml:N)′
+          AE(■ M■ :N)′  UB(―Ml:N)
D0 100 工 = 1′  N
DIV=AA(工 )― UB(■ -1)★ UB(■―■)'D工 (■ -1)
+           ―AC(エ ーMl)★ AC(I― M■ )'DI(I― Ml)
+           ―AE(I― Ml+1)=AE(I― Ml+1)'DI(エ ーM■ +1)
+      ―( UB(I-1)★ AE(エ ー1)★ D工 (■ -1)
+        +UB(エ ーM■+1)'AE(I―Ml+1)・ D工 (エーM■ +1))・ U
DI(工 )=■ .ODO/DIV
UB(工 )=AB(I)― AC(I― M■+1)'AE(■ ―Ml+1)'DI(エ ーMl+1)
AE(■ )=― UB(I-1)★ AC(エー■)'D工 (I-1)

■00 CONTINUE
RETURN
END

各変数は、DⅣ=u,DI(I)=J:,UB(I)=L,AE(I)=cJ と文寸応している。なお、プログラム

中の変数DIVの右辺の最後にかかっている、パラメータUは、「後 (う しろ:人の名前)の
パラメータ」と呼ばれており、不完全LU分解が安定に進行するための「まじない」であ
る。U=o。 98がベストだが、u=o。 95を通常とする。後のICCGでも出てくるが、式 (5.5):
x_x(k)=AFlR(x― x(k~1))の ような収東判定値までの反復回数 (k)が、U=0・ 95では、
U=0。 98の場合に比べて2割程度増える。
また、行列Aが M行列ならば、不完全LU分解が可能であることが知られる。ここに、
行列A=(aご

,」 )が M行列であるとは、
a`「 >o,α

`,」

≦0(j≠ ゴ)かつ A~1の各要素が≧0
のこととする。このM行列である条件は、A~1を使うので実務的でない。そこで、ここで
は実務的なAxelssonの提案を採用する(文献Ю])。

(1)αづ,I>0,j=1,・
。
,π -1;α 7v,N≧ 0

(2)を ≠プのα
`,′

≦o

(3)j<Ⅳなる各j行に必ず、を≠グ,Q,′ <0なるプがある
今、熱方程式の例では、不等あみ目でも、このM行列の条件を満たす。

かくして、不完全LU分解できるA。=AttRが見つかった。この行列 A。 と、式 (5。 5)
に従う、力ずくの反復法は、Stone法と呼ばれる。

次に、(本題である)1970年代に入って見直された、前処理つき共役勾配法 (PCG:Pre―
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condition CO� ugate Gradient)と 、その前処理に不完全 LU分解を利用したIccG
法 (Incomplete ChOleski CG)に ついて説明する。ICCGの親に当たるCG法は、1952
年にHestenesと Sticfulの天才が考えた方法で、先の式 (5.5)に よる力ずくの反復法 (Stone
法など)よ りも、解に至る勾配を考えて早く収東させるもので理論上速く計算できるはず
だった。しかし、実際には、前処理しないと1又束が遅く、時間がかかりすぎて実用的でな
かった。それが、IccGの出現により、飛躍的に解消された。目安として、小さい元数 (n)
の問題では、StOne法はメモリはくわないが、帯ガウスBSGLUよ り5倍遅く、ICCGよ り
もlo倍程度遅い。元数 (n)ヵ滋曽えれば、差はもっとひらく。
まとめれば、  力ずくの反復法+不完全 LU分解=Stone法

PCG法 +前処理に不完全 LU分解=ICCG法  となる。
PCG法 から、ICcG法 に至る過程は、次のようになる。

(5.7)                   スx=b

に文寸して、行列 Aに近い対称正定値行列 Cを選び、

“

.8)

とおく(Uは上三角行列)、
(5,9)

σ=び7び (コ レスキー分解)

x=び ~1貴

とおき、式 (5.7)に、び
―T(=(び~1)T)を かけた式 :び―Tスx=び~Tbに代入して、文につい

ての方程式に変換すると、

(5。
10)               び~Tスび~1文 =び~Tb

となる。この式 (5.10)に CG法を適用する。それがPCG法の原算法である (文献 pl)。
CG法では、え≡び―Tスび~1カサす称正定値である必要がある。その点で、スは合格となって
いる。行列Cが Aに近い時、び―Tスび~1の固有値は、元のAの固有値よりも1の近くに密
集する仕掛けになっている。そのことは、もし極端にC=Aと すると、び―Tスび-1=I(単

位行列)と なって全固有値が1になってしまうことから、容易に想像できる。CG法は、ス
またはスの固有値分布によって収束の速さが決まる。
Rcidは、行列 Cと して、Aの 3重対角部 (a2● -1,αれ,Q■+1)を採用する着想で、CG法
に永い眠りから光をあてた。しかし、行列 Aの 3重対角部をLU分解するのには、まだそ
れなりの負担 (メモリ、計算時間の点で)が存在した。
式 (5.8)の行列 Cに、不完全 LU分解を使ったものがICCG法で、その事で格段に進歩
した。

“

・11) θ=五び =びTび (不完全五び分解)

Cカリ寸称行列の場合には、上三角行列Uだけ使う。この時、ICCGの常用算法は、スx=b
を解くのに、次のようになる。常用算法は、原算法脅、計算時間と精度を考え、式 (5.9)の
関係に注目して、～の付かない世界に変換したもの。

18



初期近似 x。を選ぶ

r。 =b一 五xO ; P。 =σ-lro i ん=0
while‖ rた ‖>甲 S・ |lb‖  ごο

ここで、σ=びT鴫 σ~1=びTび~1

qた =APた
αた=(r『σ

~lrん
)/(Prql)

Xた+1=Xた +αたPた
rた+1=rた 一αたqた

βた = (r[キ 1(ア
ーlrl+1)/(rrCア ~lrl)

Pた+1=σ
-lrた
+1+島Pた

ん=ん +1

常用算法の中の、P。 =σ
~lr。
=(び
Tび
)~lr。 =び

~Tび ~lr。
において、P。 =び―Tび

~lr。の
作り方につぃて説明する。び―T1/7-1を作つて、それをr。にかけるのではない !。 そのよう
なことをしたら、cも帯、Uも帯であっても、び―Tび~1は密行列化する。必ず、

solveびz=r。  (後退代入により、z=び-lr。 を作る)
solveび TP。 =z(前進代入より、P。 =1/~Tz=び―T′ -lr。 を作る)

ICCG(1,2)用 のサブルーチン:ICCG12は 、次のようになる。

SUBROUT工 NE ICCG■ 2(AA′ AB′ AC′ AE′ UB′ DI′ P′ R′ W′ B0
+          ′X′ AP′ EPSLON′ ERR′ M■ ′N′ KCOUNT′ BNRM)
工MPLICIT REAL■ 8 (A― H′ 0-Z)
D工MENSION AA(N)′ AB(― M■ :N)′ AC(― Ml:N)′ D工 (―M■ :N)
+′   P(― Ml:NttM■ )′ W(― M■ :N+M■ )′ BO(N),X(― M■ :N+M■ )
十′   AP(N)′ R(N)′ UB(― M■ :N)′ AE(― M■ :N)
D0 10 工 = ■′ N

■O  R(工 )=BO(工 )― (AA(工 )'X(工 )+AB(I)'X(工 +1)+AC(工 )'X(工 +M■ )
+           +AB(エ ー1)★X(■―■)+AC(エーMl)'X(エ ーM■ ))

CC    D0 20 工 = ■′ N
CC      R(工 )= BO(工 )― R(工 )
CC 20 coNT工 NUE

‐    D0 30 工 = ■′ N
30  w(ェ )=(R(工 )一AC(エ ーM■ )'W(エ ーM■ }―UB(エー1)★ W(エー■)
+              ―AE(エーM■ +■ )'W(■―Ml+1))★ DI(I)
D0 40 工 = N′  1′  -1
40  w(ェ )=W(■ )― DI(工 )★ (UB(工 )★W(工 +■ )+AC(工 )キW(■ +M■ )

+AE(工 )'W(工 +M■―■))

RRl = 0.OD0
D0 60 工 = ■′ N
P(工 )=W(■ )

RR■ = RR■ +R(工 )彙 W(工 )
60 CONT工 NUE

★★★          工TERAT■ON
DO ■000 K = ■′ 200
RAP = 0.ODO
D0 100 工 = ■′ N
AP(工 )=AA(■ )'P(工 )+AB(工 )'P(工 +1)+AC(工 )'P(工 +M■ )
+         +AB(■ ―■)★ P(■ -1)+AC(エ ーM■ )★ P(■ ―M■ )
100   RAP = RAPttP(工 )'AP(工 )
CC     DO ■■0 工 = ■′ N
CCl10   RAP = RAP+P(工 )十 AP(■ )
ALPHA = RR■ /RAP
ERR= 0.OD0
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D0 200 工 = 1′  N
X(■ )= X(■ )+ALPHA'P(工 )

R(工 )= R(工 )―ALPHA'AP(工 )

200   ERR = ERR+R(工 )★ R(■ )
ERR = DSQRT(ERR)/BNRM
IF( ERR.LT.EPSLON )  CO T0 2000

D0 230 工 = 1′  N
230   W(■ )=(R(■ )―AC(1-Ml)★ W(エーMl)― UB(■ -1)★W(エー1)
+               ―AE(エ ーM■ +■ )'W(■ ―M■ +1))・ D工 (工 )
D0 240 工 = N′  ■′ -1

240   W(工 )=W(■ )― D工 (工 )'(UB(工 )'W(工 +1)+AC(■ )★ W(工 +M■ )
+                            +AE(工 )■W(工 +M■―■))

RR2 = 0.OD0
D0 300 工 = ■′ N

300   RR2 = RR2+R(I)'W(工 )

BETA = RR2/RR■
RR■  = 鳳 2
D0 400 工 = ■′ N

400   P(工 )= W(■ )+BETA'P(■ )

■000 CONTINUE
2000 KCOUNT = K

RETURN
END

AU=Fを解く、帯ガウスにかわるICCG法による解法部分 (メ インプログラム)は次の
ようになる。

IMPL工CIT REAL★ 8 (A― H′ 0-Z)
REAL■ 4 CPuT
PARAMETER(M」=30′ M=MJ★ 10′ M2=MJ■■■―■′N=M'M2′ EPS=■ .OD-7)
DIMENSION AA(N)′ AB(― M:N)′ AC(― M:N)′ F(N)
+′   B■ (N)′ BW(一M:N+M)
+′  D工 (―M:N)′ P(― M:N+M)′ W(―M:N+M)
+′  X(― M:N+M)′ AP(N)′ R(N)′ UB(―M:N)′ AE(―M:N)

C
DATA EPSN/■ .OD-5/′ N工T/■28/
EPSICW=EPSN/16.0

USH工 RP=0.98D0
'C          O。 98(Best)■ '■

」1=M★ (5'MJ―■)+3■MJ
」2=M★ (6■MJ-1)+3'MJ
」3=M★ (5'MJ― ■)+8■MJ
」4=M'(6★ MJ―■)+8'MJ

C
READ(5′ ')DF
WRITE(6′ ■) ′ t DF= ′′DF
WRITE(6′ ■)′ t M= ′′M′ ′ M2= ′′M2′ ′ N= ′′N
FM」= DFLOAT(MJ)
DHX=■ .ODO/FM」
DHY=1.ODO/FM」

C
DO ■0 工=1′ M―■
AA(工 )=2.ODO■ (DF+■ .ODO)
AB(■ )=― (■ .ODO+DF)/2.OD0
AC(■ )=― ■.OD0

10 CONTINUE
AA(M)=DF十 ■.OD0
AB(M)=0.ODO
AC(M)=-0.5D0

C
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D0 30 」=1′ M2-2
D0 20 K=■ ′M-1
AA(M★」+K)=4.ODO
AB(M=」 +K)=-1.OD0
AC(M★」+K)=-1.ODO

20   coNTINUE
AA(M'」 +M)〓 2.ODO
AB(M★」+M)=0.OD0
AC(M■」+M)=-0.5DO

30 coNTINUE
C
D0 40 工=N―M+■ ′ N―■
AA(工 )=2.ODO'(DF+■ .ODO)
AB(■ )=― (■ .ODO+DF)/2.ODO
AC(工 )=0.OD0

40 coNTINUE
AA(N)=DF+■ .ODO
AB(N)=0.ODO
AC(N)=0.ODO

C
tC    Uhen '★ ★
D0 60 」= 5'MJ-1′  6'MJ-1
D0 70 工=0′ 2'M」
F(M★」 +2☆ MJ+ェ )= o.2DO'(DHXナ DHY)

70 cfl¥謡 E+6'M」
+ェ )=-0。 2DO'(DHX'DHY)

60 coNTINUE
C
CALL CLOCK0

C
十C    BW(Ul)no Syokiti ★■■

D0 11■ K=1′ N
l■ l   BW(K)=0.ODO
C

'C    A★ U=F wo Tokul Kotae ――> F '★ ★
BNRM=0.0
DO ■■0 工=■ ,N

l■ O   BNRM=BNRM+F(工 )★ F(工 )
BNRM=DSQRT(BNRM)

CALL ICDCMP(N′ M′ AA′ AB′ AC′ AE′ UB′ D工 ′ USHIRP)
D0 226 工=■ ′N

226   x(ェ )=BW(工 )
C
KCT=0
D0 230 工N=■ ′NIT
CALL 工CCG■ 2(AA′ AB′ AC′ AE′ UB′ D工 ′ P′ R′ W′ F′ X
+            ′AP′ EPSICW′ ERR′ M′ N′ KCOUNT′ BNRM )

C
KCT=KCT+KCOUNT
CNR=0.ODO
DO ■■6 工=1′ N
B■ (工 )=F(■ )― (AC(エーM)★X(エーM)+AB(エ ー1)'X(■ ―■)

+         +AA(■ )★ X(■ )+AB(工 )★ X(■+1)+AC(工 )'X(工 +M))
1■ 6     cNR=CNR+B■ (工 )・ B■ (工 )
CNR=DSQRT(CNR)/BNRM

WRITE(6′ 5800) ′亀′′工N′ X(」■)′ X(J2)′ X(J3)′ X(J4)′ CNR′ KCOUNT
5800   FORMAT(■ H′ X′ 工4′ F10.5′ F■ 0.5′ F10.5′ F■ 0.5′ D■ 4.6′ 工5)

工F(CNR.LT.EPSN)CO T0 250
EPSICW=EPSICW/2.0

C
230 CoNTINUE
250 coNTINUE

１
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C
D0 220 工=1′ N

'C     BW(■ )= X(■ )ナ ★★
220   F(工 )= X(■ )

C
CALL CLOCK(CPUT)
STOP
END

ここで、反復法に必要なパラメータは、EPSN=10~5,EPSICW(epsの こと)=EPSN/16,
NIT=128と した。離散化部分は、帯ガウスと同じ。
初期近似の x。(=B7(I))には、
x。 =0.0

を与えているが、電導率κに段差などがあり複雑な場合には、それらしい初期値を与えな
いと解が収束しない。その初期値のよしあしによって、収東時間も変わつてくる。
また、IccG法は、IccG12の外側のIN(プログラム上)ループで、実際に解くAU=F
の精度を評価しておく必要がある。
kct=0

x。を選ぶ

bュェェェェ=‖ F‖ の諄
CALL ICDCMP:σ =A。 を不完全 LU分解 (A。 =A+2)
while ‖F― AK II/bnm>EPSN dO
CALL ICCG12:(び―Tスび~1彙 =び―Tb相当を解 く)kcount回の反復
kct=kct+kcollnt

ICCG内の判定値 :EPSICWは EPSNよ り小さく、場合によるが EPSN/16程度がよい。
ここでの例では、1回の ICcGで全体の評価値 EPSNよ り小さくなる。EPSN=10-5で 、
帯ガウスの結果とICCGの結果は、6桁まで合う。
ICCGは、1次元配列 (n個程度)を、AA,AB,ACも含め作業領域など11本必要と
するので、mが 11本当たり(MJ=1)か ら、帯ガウスとIccGの計算 (CPu)時間、メ
モリ量に差がでる。M」=30では、m=300,n=98700と なり、メモリ量、CPu時間は、対
称帯ガウス237MByte(715秒

)、
ICCG法 :9MByte(7秒)の差となる。MJ=30,DF=1の 時

出力結果は、次のようになる。
お DF= 1.0000oooOooooOoo
お M=300 M2=329 N= 98700

: W=・ 30 0・
08895   0.o8895  -0.12250  -0。 ■2250  o.463624d-06   84

t CPUT= 7.00oo00oo

:=I釜
玉譴:II:::|: 3:i::;::If::;;1:::6(1::5′ 6:1; )

:::::::l::::::::::器 ::::
0.00  0.o■   o.o2  0.o4  0.09  o.09

_:::1 _:::1 _:::1 _:::: _:::: _::::

-0.01 -0.o2 -0.o3 -0.o5 -0.09 -0.09
-0.01 -o.o3 -0.05 -0.08 -0。■3 -0.■ 3 

三:::: 二:::: ::::: ::::: :-0.02 -0.04 -0.o6 -0.o8 -0.12 -0。
■2

-0.02 -0.04 -0.06 -0.08 -0.■ o -0。 ■0 -o.o8 -0.06 -0.o4 -0.02 ′
テ:.02 -0.o4 -0.06 -o.08 -0.o9 -0.09 -o.o8 -0.06 -0.04 -o.o2 ′
contour(o:1:9′  0:■ :9′  z′ lo)F
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また、モデルを今までの :Ax(1)=bか ら、x(1)=x(ん -1)+δxと して、
A教 =b― ■x(た-1)に変えて解くモデル(こ こではδ方式と呼ぶ)も ある。通常防 式

の方が、収東までの反復回数kcountが余計にかかり、収東時間も長くなる。δ方式では、
今までのモデルに比べkcOuntが 3倍に増える場合もあり、CPu時間で 2割程度増える。
この例の場合、x。(=B7(r))=o.oであるので、δ方式も元方式も、反復としては全く同
じ振る舞いをする。δ方式のプログラム(主部)は、元方式と3箇所の変更点で、次のよう
になる。

★C    BW(Ui)no Syokiti t★ ★

D0 1■ l K=1′ N
lll   BW(K)=0.ODO
C
★C    A★ U=F wo TokuF Kotae ――> F ★★士
★C    De■ ta You ★★★
D0 7■ 6 工=1′ N
F(工 )=F(工 )― (AC(エ ーM)★ X(エーM)+AB(エ ー■)'X(エ ー■)
+       +AA(工 )'X(工 )+AB(■ )'X(工 +1)+AC(工 )★ X(工 +M))
716 coNT工NUE
CC
BNRM=0.0
D0 110 ェ=1′ N

l■ O   BNRM=BNRM+F(工 )'F(工 )
BNRM=DSQRT(BNRM)

CALL ICDCMP(N′ M′ AA′ AB′ AC′ AE′ UB′ DI′  USH工RP)
'C    Delta You ni HenkOu '★ ★
D0 226 工=■ ′N

226   x(ェ )= 0.OD0
C
KCT=0
D0 230 工N=■ ′N工T
CALL ICCG12(AA′ AB′ AC′ AE′ UB′ D工 ′ P′ R′ W′ F′ X
+           ′AP′ EPSICW′ ERR′ M′ N′ KCOUNT′ BNRM )

C
KCT=KCT+KCOUNT
CNR=0.ODO
D0 1■ 6 工=1′ N
B■ (工 )〓 F(工 )― (AC(I― M)'X(I― M)+AB(エ ー1)十 X(エー1)

+        +AA(工 )★ X(工 )+AB(工 )'X(工 +■ )+AC(工 )'X(I+M))
■16     cNR=CNR+Bl(工 )★ B■ (工 )
CNR=DSQRT(CNR)/BNRM

WRITE(6′ 5800)IN′ X(」■)′ X(J2)′ x(J3)′ X(J4)′ CNR′ KCOUNT
5800   FORMAT(lH′ 工4′ F■ 0.5′ F10.5′ F■ 0.5′ F10.5′ D■ 4.6′ 工5)

工F(CNR.LT.EPSN)CO To 250
EPSICW=EPSICw/2.0

C
230 coNTINUE
250 coNT工NUE
C

★C     BW(工 )= BW(工 )+ X(■ )★ ★★
220   F(■ )= BW(工 )+ X(工 )
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6 おわりに
Fig。 1のシミュレーション場において、熱方程式をCV法で離散化した、AU=Fを 、これ
まで述べた、列ガウス (GLU)、 行ガウス (GLUR)、 文す称帯 (列)ガウス (BSGLU)、 ICCG法

(ICCG12)の ソルバで解いた結果を Table 2に示す。計算はすべて、日立 FLORA330 DX2

(Pentium3)933MHz,メ モリ256MBで行なった。これらから、メモリとcPu時間の制約
から列 (行)ガウスは、すぐに実用的でないことが分かる。ICCG法は、帯ガウスに比較し
て、M=250(M」 =25)、 N=68500く らいから威力を発揮する。CPu比 17倍、メモリ比 22
倍である。Mがさらに大きくなると、この比はさらに大きくなる。MJ=30と MJ=20と の
しηれ,Zれα″のあみ目誤差は、2%程度になっている。できれば、MJ=30で温度分布 zJを計
算したい。となれば、IccGにたよらざるを得ない。

最後に、同じ拡散系の方程式をもつ、ポアソン方程式についてふれておく。

(6.1) ごjυ [― C▽ψ]=C(P一 π一Ⅳα+Ⅳご) ,、

は、ψについて熱方程式のuと同様に、

(6.2)                 Aψ =F

の形にCV法により離散化できる。しかし、右辺 Fの c(P一 π一Ⅳα+Ⅳa)の電荷 Pや π
に、c#(T:温度、k:ボルツマン定数)の形の非線形性を持つために、(6.1)式をそのまま離
散化しても収束しない。

そこで、Newton反復の方法を取り入れ、(6.1)式を

“
.3)&υ卜c▽ψO]=F。 +舒δ;
として、

ψ(た )一 ψ(ん
~1)=δ
,F。 =c(P― π一Ⅳα十Ⅳd)

=C・各。(→ +が→)
“

→ &υ卜C▽ψO]一 :;メ
→=F。 一

:;ψ
。一⇒

;

″
一″

Table 2 Solver(Gauss,ICCG)PcrfOrmance for M」 (meSh SiZe)

1/1」 N A(MB) AR(MB) GLU(s) GLUR(s) BSGLU(s) ICCG(s)IMB〕 kcount
100 0.08 0.008 0. 0. 0. 0.Ю .009 8

5 2700 58 1 335 860 0. 0.Ю .23則 20

10 10900 950 9 1 lЮ・9q 31

15 24600 4800 29 3 1 回 44

20 43800 15000 70 18 2p.司 56

25 68500 38000 137 69 4 同 69

30 98700 78000 237 715 7卜 .q 84
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に基づいて離散化すれば、収東する。これは、天才Gu_elが最初に発見した。もちろん
我々は、前式をCv法にしたがって離散化する。

●・→  I(― C▽ψ°)。 nds― I:チメ→″=IσO一舒女た―→ソV
この左辺第2項は、ψ:の対角項に加わり行対角優位性を増し、解きやすい方向に働く。
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付録 1(列ガウス:GLU)のプログラム

エMPL工 CIT REAL■ 8 (A― H′ O― Z)
REAL■ 4 cPuT
PARAMETER(M」 =2′ M=MJ★ 10′ M2=MJ'■ ■―■′N=M'M2′ EPS=1.OD-7)
DIMENSION A(N′ N)′ AA(N)′ AB(― M:N)′ AC(― M:N)′ F(N)′  IP(N)

C
READ(5′ ■)DF
WRITE(6′ キ) ′ t DF= ′′DF
WRITE(6′ ★) ′ t M= ′′M′ ′ M2= ′′M2′ ′ N= ′′N
FM」= DFLOAT(MJ)
DHX=1.ODO/FM」
DHY=■ .ODO/FM」

C
D0 10 工=1′ M-1
AA(工 )=2.ODO★ (DF+■ .ODO)
AB(■ )=― (■ .ODO+DF)/2.OD0
AC(工 )=― ■.ODO

10 CONTINUE
AA(M)=DF+■ .OD0
AB(M)=0.OD0
AC(M)=-0.5DO

C
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（
」

十

Ｃ

（
」

★

Ｃ

　

Ｃ

D0 30 」=1′ M2-2
D0 20 K=1′ M-1
AA(M★ 」+K)=4.ODO
AB(Mキ」+K)=-1.ODO
AC(M★」+K)=-1.ODO

20   CONTINUE
AA(Mtt」+M)=2.ODO
AB(M■」+M)=0.OD0
AC(M★ 」+M)=-0.5D0

30 CONTINUE

D0 40 工=N― M+■ ′ N―■
AA(工 )=2.ODO★ (DF+■ .ODO)
AB(工 )=― (1.ODO+DF)/2.ODO
AC(工 )=0.ODO

40 CoNTINUE
AA(N)=DF+■ .ODO
AB(N)=0.ODO
AC(N)=0.ODO

D0 50 工=■ ′N
A(工 ′工)=AA(工 )

50  CONTINUE
D0 52 工=■ ′N―■
A(工 ′工十■)=AB(■ )
A(I+■ ′工)=AB(工 )

52  CoNTINUE
D0 54 工=■ ′N―M
A(工 ′工+M)=AC(工 )
A(工 +M′ 工)=AC(■ )

54  CONTINUE

Uhen ★★★
D0 60 」= 5■MJ―■′ 6'MJ-1
D0 70 工=0′ 2'M」
F(M★」 +2'MJ+工 )= 0。 2DO'(DHX'DHY)
F(M■」 +6'MJ+工 )=-0.2DO★ (DHX'DHY)

70   cONTINUE
60 CONTINUE

CALL CLOCK0

AR★ U=F wo TokuF Kotae ――> F '■ ■
CALL GLU (N′ A′  IP′ EPS′ 工R)
IF( 工R.EQ.0 ) THEN

CALL CSLV (N′  A′  F′ IP)
ENDIF

CALL CLOCK(CPUT)

STOP
END

CCC
SUBROUT工NE CLU (N′  A′  工P′  EPS′  工R)
IMPL工CIT REAL■ 8 (A― H′ 0-Z)
DIMENSION A(N′ N)′  IP(N)

C
C forward e■iminatiOn for A

工R=0
DO ■00 K = 1′  N

C
C    pivoting

AMAX = ABS(A(K′ K))
IPK = K
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D0 1■ 0 工 = K+1′  N
A工K = ABS(A(工 ′K))
工F( AIK.GT.AMAX ) THEN
IPK = エ
ハぬ値旺X=A工 K
END 工F

l10    CONTINUE
IP(K)= IPK

C
IF( AMAX.GToEPS ) THEN
IF( IPK.NE.K ) THEN
W=A(IPK′ K)
A(IPK′ K)= A(K′ K)
A(K′ K)= W
END 工F

C
DO ■20 工 = K+1′  N
A(工 ′K)= ―A(工 ′K)/A(K′ K)

120       coNT工NUE
C

D0 130 」 = K+■ , N
IF( IPKoNE.K ) THEN
W = A(IPK′ 」)
A(IPK′ 」)= A(K′ J)
A(K′ 」)= W
END 工F

C
T = A(K′ 」)
DO ■40 工 = K+■ ′ N
A(工 ′」)= A(工 ′J)+A(工 ′K)キ T

140         coNTINUE
130      coNTINUE
C

ELSE
IR = 工R+■
RETURN
END IF

■00 CONTINUE
RETURN
END

C
SUBROUTINE CSLV ( N′  A′  B′  工P )
工MPLICIT REAL★ 8 (A― H′ O― Z)
DIMENSION A(N′ N)′  B(N)′  IP(N)                      )」    「.

C
C forward e■imination for B

:う ,

DO ■00 K = ■′ N
C                                                              ■    1~

工F( IP(K)。 NE.K ) THEN
W=B(IP(K))
B(IP(K))= B(K)                              ノ : .´     ́     ´

B(K)=W
,´  1    ):F  `―END 工FC                 ク221丼 ギ ‐―t'‐ `■‐111T=B(K)                           ‐  ―

DO ■■0 工 = K+1′  N                                                  l ・
■10    B(■ )= B(工 )+A(工 ′K)★ T                       I I     I =|:      サ ~   '
100 CONTINUE                                                           l
C                               i〕 [1    1     .lil l
C backward substitution for B
B(N)= B(N)/A(N′ N)
D0 200 K = N―■′ ■′ ―■                           '1  ヽ 1     ,「  う
T=B(K+1)
D0 2■ 0 工 = ■′ K                                 )  r

210     B(■ )= B(工 )― A(工 ′K+■ )★ T
B(K)= B(K)/A(K′ K)

200 CONTINUE
RETURN                                                             ―

END                                                _
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