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有限体上の超楕円曲線の Jacobi多様体の自己準同型環の決定法
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あらまし 安全な暗号系を豊富に提供することが可能な超楕円曲線暗号の構成法において現在最も実用的であ
る CM体法では，代数体上の CM超楕円曲線を必要とする．しかし，これを求めることは困難な課題である．一
方，代数体上の CM楕円曲線の構成法として知られる liftingによる方法は CM体の判別式の多項式時間計算量
アルゴリズムであり，これの一般化により豊富な CM超楕円曲線が得られると期待できる．liftingには有限体上
の Jacobi多様体の自己準同型環を決定する必要があるが，これまで超楕円曲線の Jacobi多様体に対してこの決
定方法は知られていなかった．そこで本論文では有限体上の ordinary超楕円曲線の Jacobi多様体の自己準同型
環決定アルゴリズムを提案し，その計算量を評価した．更に実装実験を行いその有効性を確認した．
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1. ま えが き

平面代数曲線の Jacobi 多様体上の離散対数問題に

基づく暗号系は，これまで知られていた素因数分解や

有限体上の離散対数問題に基づく暗号系と比べ攻撃が

困難なことから，最近では公開鍵暗号の主流となりつ

つある．特に楕円曲線暗号は既に多くの実用化がなさ

れていが，これは効果的な安全な楕円曲線の構成法が

多く提案されていることも一つの要因である．しかし

ながら，暗号系の運用にあたっては特定の暗号方式だ

けを用いることは安全管理上好ましくない．したがっ

てより一般な曲線である超楕円曲線を用いた暗号系が

望まれ，この構成について多くの研究がなされている．

超楕円曲線の Jacobi 多様体上の離散対数問題に基
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づく暗号系（超楕円曲線暗号）を構成するためには，

大別して二つの研究課題がある．その一つは divisor

の高速算法であり，一つは安全な曲線の構成である．

Divisor の高速算法は近年多くの研究成果 [1]～[5]が

挙げられており，実用上十分な暗号化速度が得られ

るようになった．一方，安全な曲線の構成は多くの研

究 [6]～[20]がなされているが，困難な問題であり暗号

研究における一つの課題として挙げることができる．

安全な曲線の構成法として知られている CM体法は

（ 1） 代数体上の CM超楕円曲線の構成

（ 2） 曲線の定義方程式の決定

（ 3） 安全な位数をもつ曲線の決定

の 3 種類のアルゴリズムを必要とする．このうち

(2) については効率的なアルゴリズムの提案が有

り [18], [20], [21]，種数 2の曲線については解決されて

いる．また，(3)については高速かつ豊富に暗号系を

構成可能な方法が提案されている [8], [14], [17], [18]．

(1)については theta関数のゼロ値を近似計算によっ

て求める方法が知られている [6], [7], [9], [10], [12], [13],

[18], [19]．この方法は実際的に効率的に計算が行われ

いくつかの計算例 [6], [12], [18], [19] も知られている．

しかし，近似計算を用いるため誤差伝搬を考慮する必

要があり，CM体の判別式の指数関数時間計算量を必

要とする．したがって，より豊富な曲線構成を考えた
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とき，この特性により構成可能な曲線が限定されると

予想される．

一方，この方法とは別の CM曲線構成法として，楕

円曲線について liftingによる方法 [22], [23]が提案さ

れている．この構成法は CM 体の判別式の多項式時

間計算量アルゴリズムであり，これを超楕円曲線に一

般化することで theta関数を用いた構成法に比べより

多くの CM 超楕円曲線が得られる可能性がある．こ

の一般化について筆者らはこれまでにいくつかの報

告 [11], [15], [16]を行ってきたが，いずれも有限体上の

超楕円曲線の Jacobi 多様体の自己準同型環の決定が

可能であるという前提のもとでの報告であった．

有限体上の超楕円曲線の Jacobi 多様体の自己準同

型環決定は，それ自体興味深い研究課題であるが，こ

れまでは楕円曲線に対し Kohel [24]によって提案され

たアルゴリズムが存在するのみで，一般の超楕円曲線

に対しては Jacobi 多様体の自己準同型環の決定アル

ゴリズムは知られていなかった．

そこで本論文では CM超楕円曲線の liftingによる

構成に必要な，有限体上の超楕円曲線の Jacobi 多様

体の自己準同型環の決定アルゴリズムを提案する．ま

た，種数 2の曲線に対し実装実験を行い，提案アルゴ

リズムの有効性を確認する．

2. 準 備

本章では有限体上の超楕円曲線の定義を与え，その

Jacobi 多様体の自己準同型環の性質を述べる．更に，

以降の章で必要となる CM体の orderの基底について

述べる．

標数 p �= 2 の有限体 Fq 上の種数 g の超楕円曲線

C を下式で定義する．

C : Y 2 = F (X) (1)

F (X) = X2g+1 + a2gX
2g + · · · + a0 ∈ Fq [X]

(2)

ただし，F (X) は重根をもたないものとする．JC で

C の Jacobi 多様体を表すと，JC はアーベル群とな

り，この Fq -divisorの集合 JC(Fq )は有限アーベル群

をなす．

種数 gの超楕円曲線 C/Fq に対し，その Jacobi多様

体の位数 #JC(Fq ) は下式に示す Hasse-Weil Range

に入ることが知られている．

(
√
q − 1)2g ≤ #JC(Fq ) ≤ (

√
q + 1)2g (3)

JC(Fq ) 上で定義した離散対数問題を用いて，安全

な暗号系を構成可能なことは広く知られている．

JC [n]で JC の n-torsion groupを表す．このとき

JC [pa] ∼= (Z/paZ)r , 0 ≤ r ≤ g (4)

であることが知られている．特に r = g のとき JC は

ordinaryであるといい，このとき本論文では JC を

ordinary Jacobi多様体，C を ordinary超楕円曲線と

呼ぶ．

以下では，C は常に ordinary超楕円曲線であると

する．また，JC は simpleであるとする．

JC の自己準同型環を End(JC) で表す．また，

K = Q ⊗ZEnd(JC) (5)

を JC の CM体といい，

[K : Q] = 2g

であることが知られている．また，End(JC)は K の

ある order O と同型となる．
End(JC)の決定法は liftingによる CM超楕円曲線

の構成 [11], [15], [16]に欠かせないが，これまでは C

が楕円曲線の場合の決定法 [24]が示されているに過ぎ

ず，一般の場合については検討されていなかった．

今，πq を JC の q 乗 Frobenius 写像，χq(X) ∈
Z[X]をその特性多項式とすると，

K = Q(πq ) (6)

であり，また

χq(X) = X2g − s1X2g−1 + s2X
2g−2 −

· · · − s1qg−1X + qg, si ∈ Z (7)

が成立する [25]．このとき，K のmaximal order OK

の Z-basis（rank 2g の Z-moduleとしての基底）が

以下の補題で与えられる．

補題 1. K を 2g 次の CM体，OK を K のmaximal

orderとする．このとき，以下に示す OK の Z-basis

BK が存在する．

BK = (ω1 ω2 · · · ω2g) (8)

ただし ωi = fi(πq)/di, fi(X) ∈ Z[X],

deg fi = i− 1, di ∈ Z, di−1|di, f1 = 1, d1 = 1.
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Proof. [26, V Lemma1.1]を参照． ✷

BK は χq(X)から効率的に計算可能である [26]～[28]．

以後 K の標準基底を

Bπq = (1 πq · · · π2g−1
q ) (9)

と書く．Bπq は Z[πq] の Z-basisであるが，明らかに

BZ[πq] = (f1(πq) f2(πq) · · · f2g(πq)) (10)

もまた Z[πq] の Z-basisである．

3. 有限体上の楕円曲線の自己準同型環の決
定 [24]

本章では Kohel [24]によって提案された有限体上の

ordinary楕円曲線の自己準同型環の計算アルゴリズム

を概説する．

Fq 上の ordinary楕円曲線を E と書く．End(E)で

E の F̄q 上の自己準同型環を表し cでその conductor

を表す．πq で E の q 乗 Frobenius写像を表し K で

E の CM体を表す．

ここで自己準同型環の計算とは conductor c の計算

を指す．

Kohelは OK の Z-basisがある a,m ∈ Zに対し

B =
�
1

πq+a

m

�
で与えられることを利用し，c の計算に以下の補題を

用いた．

補題 2 (Kohel). 任意の整数 n | m に対し

ker(πq + a) ⊇ E [n] ⇔ End(E) ⊇ Z+ Z
πq + a

n

が成立する．

上記補題により直ちに E の自己準同型環計算アル

ゴリズムが導かれる．

すなわち m の素因数分解が

m =
Y
pei

i

と与えられているとき任意の素因数 pi に対し

E
h
pji

i

i
⊆ ker(πq + a)

かつ

E
h
pji+1

i

i
�⊂ ker(πq + a)

である ji が計算されれば c は

c =
mQ
pji

i

で与えられる．Kohelは ji の計算を E の division

polynomialを用いた有限体上の多項式演算で実現した．

4. 自己準同型環の決定

本章では超楕円曲線の Jacobi 多様体の自己準同型

環の決定法を提案する．

Division polynomialは超楕円曲線に対し効率的に

計算されず，Kohelのアルゴリズムの自然な一般化で

は超楕円曲線に対し有効なアルゴリズムが構成されな

い．そこで Baby step giant step algorithmを用いて

アルゴリズムの効率化を図る．

4. 1 メインアルゴリズム

本節では，まず有限体上の ordinary 超楕円曲線の

Jacobi 多様体の自己準同型環計算問題の定式化を行

い，次に自己準同型環計算アルゴリズムを提案する．

Jacobi 多様体 JC/Fq の自己準同型環 End(JC)

は JC の CM体 K のある orderであるので，K の

orderで

End(JC) ∼= OE ⊆ OK (11)

を満足する OE を求めることが本論文の目的となる．

実際には OE の Z-basisを求めることで目的は達成さ

れる．

πq を JC の q 乗 Frobenius写像とすると

πq ∈ End(JC) (12)

である．よって OE は

Z[πq] ⊆ OE ⊆ OK (13)

を満足する．

ここで，補題 1 に現れる fi を用いて

B0 = (f1(πq) · · · f2g−1(πq)
f2g(πq)

qg−1 ) (14)

とすると，B0 は Kのある order O0 の Z-basisであ

り，この O0 は

Z[πq] ⊆ O0 ⊆ OK (15)

を満足する．更に，この O0 に対し以下の補題が成立

する．
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補題 3.

O0 ⊆ OE (16)

Proof. π−1
q を Bπq を用いて

π−1
q = Bπq

0
BB@
b1
...

b2g

1
CCA , bi ∈ Q (17)

と書くと，式 (7)より

πqπ
−1
q = Bπq

0
BB@

−qgb2g

...

b2g−1 + s1b2g

1
CCA

= 1 (18)

が成立する．したがって b2g = −1/qg であり，

qπ−1
q = Bπq

0
BB@

qb1
...

− 1
qg−1

1
CCA (19)

を得る．これと

qπ−1
q ∈ OE (20)

[29, Theorem 7.4] 及び補題 1 の fi の条件から式

(16)を得る． ✷

そこで

O0 ⊆ O ⊆ OK (21)

を満足するK の任意の order Oに対し End(JC) ⊇ O
をテストしその包含関係を見ることで OE を得る．

Algorithm 1 に有限体 Fq 上の ordinary 超楕円曲

線 C の Jacobi多様体 JC の自己準同型環計算のメイ

ンアルゴリズムを示す．

Algorithm 1 中 step 1の JC の q 乗 Frobenius写

像 πq の特性多項式 χq(X)の計算アルゴリズム，step

8の O0 ⊂ O ⊆ OK なる K の orderの Z-basis BO
の計算アルゴリズム，step 10 の ω ∈ O に対する
ω ∈ End(JC) のテストアルゴリズムが得られれば

JC/Fq の自己準同型環の計算が可能となる．そこで

以下ではこれらのアルゴリズムについて検討する．

4. 2 �q の計算

有限体 Fq 上定義された超楕円曲線 C の Jacobi多

様体 JC の q 乗 Frobenius 写像 πq の特性多項式に

対し，

χq(X) ∈ Z[X] (22)

が成り立つ．

C の zeta関数 Z(X,C) は

d

dX
logZ(X,C) =

∞X
i=1

NiX
i−1 (23)

で定義される．ここで Ni は C の Fqi -有理点数を表

す．Z(X,C) と χq(X) の間に

Z(X,C) =
X2gχq(

1
X

)

(1 −X)(1 − qX)
(24)

が成立することが知られている．これらから

Ni = qi + 1 −
2gX

j=1

π
iϕj
q (25)

が成立する．ここで π
iϕj
q , j = 1 . . . 2g は πi

q の 2g 個

の共役を表す．

したがって χq は C の Fqi -有理点数を i = 1 . . . g

に対して数え上げることで得られる．

以上より Algorithm 2 を得る．
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Algorithm 2 において，step 2 が計算量の dom-

inant part である．step 2 では任意の a ∈ Fqg に

対し a(qg−1)/2 を計算する必要がある．したがって

Algorithm 2 の計算量は

O(g3qg(log q)3) (26)

である．

Algorithm 2 とは別に，小種数の超楕円曲線に対し

χq(X)をより効率的に計算するアルゴリズムが Elkies

によって提案されている [30]．Elkiesのアルゴリズム

の計算量は

O
�
g2q�8g/5�/4(log q)2

�
(27)

である．提案アルゴリズムにおいても，Algorithm 2の

代わりに Elkiesのアルゴリズムを用いることで，実際

の計算速度を高速化可能である．しかし Algorithm 2

を用いた場合と Elkiesのアルゴリズムを用いた場合

で，提案アルゴリズムの計算量は変わらない．そこ

で以降の計算量評価は Algorithm 2 を用いたとして

行う．

次に 4. 4に示される Algorithm 6に必要な JC/Fq

の qn 乗 Frobenius写像 πqn の特性多項式 χqn の計

算について検討する．

χqn は Algorithm 2 を Fqn 上で用いることで直接

計算することが可能であるが，多くの場合により高速

なアルゴリズムが線形代数の知識から導かれる．

Algorithm 3 に χqn の計算アルゴリズムを示す．

Algorithm 3 中 step 4の Ri,j は多項式 Ri の j 次

の係数を表し，step 5の I2g は 2g × 2g 単位行列を

表す．

Algorithm 3 の計算量の g, n に対する dominant

partは step 5である．πq に関し，

|πq | =
√
q (28)

が成り立つことが知られている．そこで

χqn(X) = X2g − s1X2g−1 + s2X
2g−2 −

· · · − s1q(g−1)nX + qgn (29)

と書くと，si ∈ Z,i = 1 . . . g であり，式 (28)から

|si| ≤
 

2g

i

!
q

gi
2 < 22gq

gn
2 (30)

を得る．このバウンドにより，中国人剰余定理と Hes-

senbergの方法 [28]を用いて step 5は，

O((2g)3(log(22g√qgn))3) = O(g6n3(log q)3)

(31)

で計算可能である．以上より，式 (31)が Algorithm 3

の計算量を与える．

4. 3 O の計算

本節では，Algorithm 1に必要な O0 ⊂ O ⊆ OK な

る任意の O の Z-basisの計算アルゴリズムを与える．

まず始めに Z[πq] ⊂ O ⊆ OK なる任意の O の
Z-basisの計算について検討する．

式 (8)で与えられる BK と式 (10)で与えられる

BZ[πq] を用いて O の Z-basisが以下の補題で与えら

れる．
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補題 4. Z[πq] ⊆ Oとする．BZ[πq] に対して BZ[πq] =

BOA となる O の Z-basis BO が存在する．ここ

で A = (aij) ∈ Z2g×2g は上三角行列で対角要素

aii は aii|di を満足する．また要素 aij(i < j) は

0 ≤ aij < aii を満足する．

証明. [27, 3 Lemma(2.9)(ii)] とその証明から上三

角行列 A ∈ Z2g×2g が存在し要素 aij(i < j) を

0 ≤ aij < aii とできる．また detA �= 0 である．

O ⊆ OK より BO = BKA1 となる A1 = (bij) ∈
Z2g×2g が存在する．また BZ[πq] = BKA2 とすれ

ば，A2 = (cij) ∈ Z2g×2g は対角要素 cii = di の

対角行列である．ここで A−1 ∈ Q2g×2g を用いて

A1 = A2A
−1 と書けるので，A1 は上三角行列であ

る．また A2 = A1A であるので，A1A の対角要素

aiibii = di である．ゆえに aii|di． ✷

補題 4 を満足する O が O ⊆ OK となるのは，

BO = BKĀ (32)

なる行列 Ā が

Ā ∈ Z2g×2g (33)

となるときである．

ここで行列 AZ[πq] ∈ Z2g×2g,AK ,AO ∈ Q2g×2g と

Q(πq ) の標準基底 Bπq を用いて各基底を

BZ[πq] = BπqAZ[πq] (34)

BK = BπqAK (35)

BO = BπqAO (36)

と行列表現すれば，補題 4 と式 (32)の条件は

AZ[πq] = AOA (37)

AO = AKĀ (38)

と書ける．したがって補題 4 の条件を満足する A に

対して

Ā = A−1
K AZ[πq]A

−1 ∈ Q2g×2g (39)

が Z係数行列であれば，対応する O は Z[πq] ⊆ O ⊆
OK を満足する．

以上の議論より Z[πq] ⊂ O ⊆ OK なるすべての O
の Z-basisを計算可能である．これらの Oが O ⊇ O0

を満足するのは，対応する Aの 2g 行 2g 列要素 a2g,2g

が qg−1 | a2g,2g を満足するときに限る．

Algorithm 4 に O0 ⊂ O ⊆ OK を満足するすべて

の O の Z-basisを求めるアルゴリズムを示す．

次に Algorithm 4 の計算量を評価する．

まず step 5の A の個数を評価する．式 (8)の di

の積を

c =

2gY
i=1

di (40)

と書く．各 di は di ≤ c1/(2g+1−i) を満足する．要素

a2g,2g は O(q1−gd2g) 個の値をとり，i < 2g, j ≤ i に
対し aij は O(di) 個の値をとる．また，各 i に対し

て 2g + 1 − i 個の aij が存在するので，A のとり得

る個数 #{A} = O(q1−gc2g) を得る．

各 Aに対して Ā を計算する必要があるが，これは

線形方程式系

ĀA = A−1
K AZ[πq] (41)

を解くことによって得られる．A−1
K AZ[πq] が対角要素

が di の対角行列であることと A が上三角行列であ

り aij ≤ c1/(2g+1−i) であることを考慮すると，Ā は

O(g(log c)2) の計算量で計算可能である．したがって

Algorithm 4 全体の計算量は

O(gq1−gc2g(log c)2) (42)

である．

χq(X) の discriminantの絶対値は χq(X) の各根

の絶対値が
√
q であることから

|disc (χq)| ≤ (4q)g(2g−1) (43)
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を満足する．また c ≤p|disc (χq)| である．
以上より Algorithm 4 の計算量は

O(22g2(2g−1)g5q2g3−g2−g+1(log q)2) (44)

である．

4. 4 ! 2 O に対する ! 2 End(JC) のテスト

本節では Algorithm 1 の step 10の ω ∈ O ⊆ OK

に対する ω ∈ End(JC) のテストについて論ずる．

4. 3 の結果から O ⊃ Z[πq] の基底の各要素は JC

の q 乗 Frobenius写像 πq の有理数係数多項式として

与えられる．よって ω ∈ O もまた πq を用いて

ω = f(πq)/d, d ∈ Z,f(X) ∈ Z[X] (45)

と書ける．以下では ω は f, dとともに式 (45)で与え

られているとする．

ここで以下に示す補題 5 が成り立つ．

補題 5. ω = f(πq)/d ∈ O，f(X) ∈ Z[X],d ∈ Zと

する．このとき

ω ∈ End(JC) ⇔ JC [d] ⊆ ker f(πq) (46)

が成立する．

証明. ω ∈ End(JC) とする．任意の D ∈ JC [d] に

対して dD = 0 より ωdD = 0 であり，したがって

f(πq)D = 0 を得る．

次に，JC [d] ⊆ ker f(πq) とし，

σ1 : dJC
∼−→ JC/JC [d] (47)

σ2 : JC/JC [d]
Can.−−−→ JC/ ker f(πq) (48)

σ3 : JC/ ker f(πq)
∼−→ f(πq)JC (49)

とする．ここで，σ1 は dJC = JC から JC/JC [d]へ

の同型写像，σ2 は JC/JC [d] から JC/ ker f(πq) へ

の標準的全射準同型写像，σ3 は JC/ ker f(πq) から

f(πq)JC = JC への同型写像であり，仮定より σ2 が

存在する．これら σi を用いて，準同型写像

ω :JC −→JC (50)

D �−→σ3(σ2(σ1(D))) (51)

が定義可能であり，任意の D ∈ JC に対し，

dω(D) = ω(dD) = f(πq)D (52)

が成立する．よって，ω = f(πq)/d である． ✷

補題 5 により ω ∈ End(JC) のテストは，実際の

divisor演算によって行えることとなる．すなわち，任

意の D ∈ JC [d] に対し

f(πq)D = 0 (53)

が成立すれば，ω ∈ End(JC) である．

また明らかに以下の補題が成り立つ．

補題 6. li を d の素因数 si を d の li べき partとす

る．すなわち

d =
Y

i

si, si = lei
i (54)

とする．このとき

∀si,JC [si] ⊆ ker f(πq) ⇔ JC [d] ⊆ ker f(πq)

(55)

が成立する．

補題 7. d ∈ Zとする．

G = (D1 D2 · · · D2g) (56)

を JC [d] の生成系，すなわち

JC [d] = ZD1 + ZD2 + · · · + ZD2g (57)

であるような divisorの集合とする．このとき，

∀D ∈ JC [d], f(πq)D = 0 ⇔ ∀D ∈ G, f(πq)D = 0

(58)

が成立する．

補題 5，6，7 から d の各素数べき part s に対し，

JC [s] の生成系 Gの divisor D ∈ Gが式 (53)を満足

することを確認することで ω ∈ End(JC) のテストが

可能となる．

Algorithm 5 に ω ∈ O に対する ω ∈ End(JC) の

テストアルゴリズムを示す．

Algorithm 5 には素数べき s = le に対する JC [s]

の生成系 Gが必要である．Gの計算には Cantor [31]

の division polynomialを利用可能であるが，これに

は多変数多項式の計算が必要であり，実用的な構成は

困難である．そこで，ここではより実用的かつ効果的

な方法を提案する．

今，JC の q 乗 Frobenius写像の特性多項式 χq(X)
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が既知であるので，πn
q の特性多項式 χqn(X) を

Algorithm 3 により計算可能である．したがって

#JC(Fqn ) = χqn(1) を用いて s | #JC(Fqn ) を調べ

ることで，JC [s](Fqn ) �= φがテスト可能である．ここ

で JC [s](Fqn ) �= φ となる Fqn 上で le0 ‖ #JC(Fqn )

である e0 により s0 = le0 とすれば，D ∈ JC(Fqn )

に対し

D̃ =
#JC(Fqn )

s0
D ∈ JC [s0] (60)

となり，ランダムに選択した D に対し，D̃ は

JC [s0](Fqn ) のランダムな divisor となる．そこで

この D̃ を用いて Baby step giant step algorithm

[28], [32], [33]により JC [s0](Fqn ) の生成系 G0 と群

構造を得ることが可能である．

ここで

G0 = (D̄1 D̄2 · · · D̄2g) (61)

とし，#〈D̄i〉 = lẽi を満足する整数を ēi とおく．

êi = max{0, ēi − e} とすると，

G = (lê1D̄1 lê2D̄2 · · · lê2g D̄2g) (62)

は JC [s](Fqn ) の生成系となる．

以上の議論より素数べき s に対する JC [s] の生成

系 G の計算アルゴリズム Algorithm 6 を得る．

次に Algorithm 6 の計算量を評価する．

Algorithm 6 中 step 3に現れる Algorithm 3 の計

算量は式 (31) より n に対し O(g6n3(log q)3) であ

る．gcd(q, s) = 1 のとき n = 1 . . . O(s2g) に対し

χqn を計算する必要があるので，#JC(Fqn )の計算に

Algorithm 6 全体で

O(g6s8g(log q)3) (63)

の計算量が必要である．一方，gcd(q, s) �= 1 のときは

n = 1 . . . O(sg) に対し χqn を計算すればよいので，

O(g6s4g(log q)3) (64)

で計算可能である．

次に n 次拡大での G0 の計算量を検討する．

式 (3)より

#JC(Fqn ) = O(qgn) (65)

であるので Baby step giant step algorithm に必要

な D̃ ∈ JC [le0 ](Fqn ) を得るために O(gn log q) 回の

divisorの加算が必要であり，この D が O(g) 個必要

なので，十分な個数の D̃ を得るために

O(g4(n log q)3) (66)

の計算量が必要である．

Baby step giant step algorithmに必要な O(
√
le0)

回の divisorの加算の計算量は

O(
√
le0(gn log q)2) (67)
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である．e0 = O(g logl n)であるので Baby step giant

step algorithmに必要な計算量は

O(g2lgn5/2(log q)2) (68)

である．

ここで gcd(q, s) = 1 のとき 1 ≤ n < O(s2g) に対

して G0 を計算する必要があるが，nは O(
g
√
l)倍ごと

に step 6の条件を満足すると考えられる．したがって

Algorithm 6 全体で，G0 の計算は D̃ ∈ JC [le0 ](Fqn )

の計算に

O(g4s6g(log q)3) (69)

Baby step giant step algorithmに

O(g2lgs5g(log q)2) (70)

の計算量が必要であり，l ≤ s より，全体では

O(g4s6g(log q)3) (71)

の計算量が必要である．

同様にして gcd(q, s) �= 1 のとき 1 ≤ n < O(sg)に

対して G0 を計算する必要があり，全体の計算量は

O(g4s3g(log q)3) (72)

となる．

以上より Algorithm 6 の計算量は gcd(q, s) = 1 の

とき

O(g6s8g(log q)3) (73)

gcd(q, s) �= 1 のとき

O(g6s4g(log q)3) (74)

である．

次に Algorithm 5 の計算量を評価する．

Algorithm 5 では step 3で D ∈ G に対し f(πq)D
を計算する．ここで πi

qD, i = 1 . . . 2g の計算量は各

si に対し gcd(q, s) = 1 のとき

O(g2s4g
i (log q)3) (75)

gcd(q, s) �= 1 のとき

O(g2s2g
i (log q)3) (76)

である．これら πi
qD, i = 1 . . . 2g に対し si 以下の整

数による整数倍が必要であるが，これに必要な計算量

は gcd(q, s) = 1 のとき

O(g3s4g
i (log q)2 log si) (77)

gcd(q, s) �= 1 のとき

O(g3s2g
i (log q)2 log si) (78)

である．更に 2g 個の D に対しこれらの計算を行う
ので f(πq)D の計算量は si に対し gcd(q, s) = 1 の

とき

O(g3s4g
i (log q)2(log q + g log si)) (79)

gcd(q, s) �= 1 のとき

O(g3s2g
i (log q)2(log q + g log si)) (80)

となる．これらと s = siとしたときの式 (73)と式 (74)

を比較することで Algorithm 5 の計算量の dominant

partが Algorithm 6 であることがわかる．

したがって Algorithm 5 の計算量は d の li べき

part si を用いて gcd(q, s) = 1 のとき

O(g6(log q)3
X

i

s8g
i ) (81)

gcd(q, s) �= 1 のとき

O(g6(log q)3s4g
i ) (82)

である．

5. 計算量評価

本章では，Algorithm 1 で提案した Jacobi 多様体

の自己準同型環計算アルゴリズムの計算量を評価する．

前章で見たように Algorithm 5 の計算量の domi-

nant partは Algorithm 6 であった．

Algorithm 6 が Algorithm 1 中で必要な素数べき

torsionに対し一度実行すれば良いものであることを

考慮すると，Algorithm 1 全体で Algorithm 6の計算

量が最悪値をとるのは式 (40)で定義した c を用いて

d1 = d2 = · · · = d2g−1 = 1,

d2g = c = O((4q)
g(2g−1)

2 ) (83)

のときである．そこでこの caseについて Algorithm 6
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の計算量を見積もる．

JC の q 乗 Frobenius写像 πq の特性多項式 χq(X)

の discriminantは qg(g−1) を因数としてもつ．すなわ

ち disc (χq) = qg(g−1)d′ と表せる．したがって考察中

の caseにおいては

d2g = O
�p

|disc (χq)|
�

= O

�q
qg(g−1)|d′|

�
(84)

である．

式 (81)と式 (82)の比較により，Algorithm 6 では

q べき partに対する計算量がそれ以外の場合の計算

量より小さくなることがわかる．これと式 (81)から

計算量が最悪値をとるのは q = pn としたとき d2g の

p べき partの指数が g(g− 1)n/2でそれ以外の part，

すなわち O(
p|d′|) の partが素数べきの場合である．

このときそれぞれの partの s は，gcd(q, s) = 1 に

対し

s = O(2g(2g−1)qg2/2) (85)

gcd(q, s) �= 1 に対しては，補題 3 を考慮して

s = O(q(g−1)(g−2)/2) (86)

である．これらを式 (73)，式 (74)と比較することで

gcd(q, s) = 1 の場合が dominantであることがわか

り，この計算量は

O(28g2(2g−1)g6q4g3
(log q)3) (87)

となる．これと式 (44)との比較により式 (87)が Al-

gorithm 1 の計算量を与える．

6. 実装実験と平均計算量の検討

前章の結果から提案アルゴリズムは q の多項式時間

オーダアルゴリズムではあるものの，定数項，指数と

もに大きく実際的なアルゴリズムではないように見え

る．しかし，前章の計算量評価は最悪の場合を想定し

たもので，現実的な曲線に対する計算の振舞いを表し

ていると必ずしも言えるものではない．

そこで本章では，種数 2の超楕円曲線に対し提案ア

ルゴリズムの実装実験を行い，アルゴリズムの現実的

な有効性を確認する．また，実験結果をもとに種数 2

の曲線に対する提案アルゴリズムの平均計算量を検討

する．更に，実験中に得られた計算例を示す．

実装には Magma [34]を用いた．実装の際，χq の

計算には Elkiesのアルゴリズム [30]を，Algorithm 6

step 8には [28, Algorithm 5.4.1]の Baby step giant

step algorithmを適用した．また，実際的な計算効率

化手法として，Algorithm 6 の step 10で #G < 4

の場合にも Algorithm 5 に G を返し，G の元に対し

Algorithm 5，step 5のテストを行った．

6. 1 実 験

実験環境として Pentium III 866MHz，memory

500MByteを使用し，

p ∈ {7, 17, 31, 61, 127, 251, 509, 1031}

に対応する Fp 上で，ランダムな種数 2の超楕円曲線

各 100本に対し，提案アルゴリズムを用いて各曲線の

Jacobi 多様体の自己準同型環の決定を行った．その

際，計算時間，memory使用量と，計算の難易度を示

す指標として式 (40)で定義した c，Algorithm 6 に

現れる n の最大値 N を測定した．

表 1 に各測定値の平均値と最大値を示す．表 1 中

「#{C∗}」の値は，memory量が不十分で，今回の実

験環境では計算を完了できなかった曲線の本数を示す．

表 1 の各測定値はこれらの曲線を除いたものである．

例えば，p = 1031 に対する測定値は 99本の曲線につ

いての値を示している．表 2 に今回の実験で自己準同

型環を決定できなかった曲線とその c の値及び計算経

過から推定した N の最悪値を示す．

実験結果から，位数が 1000程度の有限体上の種数

2の超楕円曲線の Jacobi 多様体の自己準同型環の多

くは，現実的な環境下で十分な速度で計算可能である

と結論付けられる．

6. 2 平均計算量の見積り

本節では，実験結果をもとに提案アルゴリズムの平

均計算量について考察する．

実験結果から，実際の計算時間が個々の曲線固有の

性質に大きく依存し，平均計算量の正確な見積りが困

難であることがわかる．しかし，表 1 と表 2 から c

の平均値を O(p2)，N の平均値を O(p) とすることは

妥当である．そこで，

c = O(q2) (88)

N = O(q) (89)

として平均計算量を見積もる．

まず，式 (42)に g = 2 と式 (88)を代入し，Algo-

rithm 4 の平均計算量
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表 1 自己準同型環の計算
Table 1 Experimental results of computing endomorphism rings

of hyperelliptic curves over Fp.

p #{C∗} 計算時間（秒） Memory 使用量 (MByte) c N

平均 最大 平均 最大 平均 最大 平均 最大
7 0 0.1 0.5 0.03 0.5 30.7 448 2.2 9

17 0 127 11673 3.2 280 265 4896 6.4 156

31 0 9.8 476 0.6 26 978 22599 6.8 110

61 0 4.6 233 0.4 4.8 1166 19520 5.6 78

127 1 962 86177 0.9 47 4614 92583 14.4 602

251 1 371 14005 6.9 278 14104 208832 11.0 156

509 3 131 9005 1.0 53 207320 16288000 12.3 253

1031 1 84 8052 0.8 36 232329 14846400 6.5 168

表 2 自己準同型環の計算を完了できなかった曲線（C∗ と記す）
Table 2 List of curves that endomorphism rings of their Jacobian varieties

could not be determined in the experiment (Denote as C∗).

p C∗ c N

127 Y 2 = X5 + 98X4 + 75X3 + 97X2 + 32X + 25 26289 506

251 Y 2 = X5 + 111X4 + 105X3 + 58X2 + 99X + 146 14809 3422

509 Y 2 = X5 + 478X4 + 331X3 + 220X2 + 181X + 37 11707 11638

Y 2 = X5 + 505X4 + 207X3 + 10X2 + 242X + 77 105363 506

Y 2 = X5 + 144X4 + 55X3 + 496X2 + 147X + 129 61589 7260

1031 Y 2 = X5 + 882X4 + 650X3 + 490X2 + 707X + 307 990791 153760

O(q7(log q)2) (90)

を得る．

次に式 (89)を考慮して Algorithm 5 の平均計算量

を見積もる．

Algorithm 6 中 step 3に現れる Algorithm 3 の平

均計算量は式 (31)と n = 1 . . . N に対し χqn を計算

する必要から，

O(q4(log q)3) (91)

である．また，十分な個数の D̃ を得るために，式 (66)

より

O((q log q)3) (92)

の平均計算量が必要である．更に，Baby step giant

step algorithmの平均計算量は式 (68)において l = q

として，

O(q9/2(log q)2) (93)

である．

以上より，式 (90) が種数 2の超楕円曲線に対する

提案アルゴリズムの平均計算量を与える．

6. 3 計 算 例

本節では，計算例として p = 1031 の実験で計算に

最も時間を要した自己準同型環決定の過程を示す．

F1031 上の種数 2 の超楕円曲線 C を下式で定義

する．

C : Y 2 = X5 + 860X4 + 47X3 + 685X2

+ 664X + 919 (94)

C の Jacobi多様体 JC の p 乗 Frobenius写像 πp の

特性多項式は，

χp(X) = X4 + 45X3 + 1870X2 + 46395X

+ 1062961 (95)

と計算される．また，JC の CM体

K = Q(πp ) (96)

の maximal order OK の Z-basisが

BK = (ω1 ω2 ω3 ω4), (97)

ω1 = 1,

ω2 = πq,

ω3 =
π2

q + 5πq + 2

7
,

ω4 =
π3

q + 1076π2
q + 5994πq + 7217

2 · 7 · 1031
と計算される．したがって，O0 の Z-basisが
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B0 = (ω1 ω2 7ω3 14ω4) (98)

で与えられる．

O0 ⊆ O ⊆ OK を満足する K の order O は 8 個

存在する．これら O に対する O ⊆ OE のテストは

JC [2] ⊆ ker f1(πp) (99)

JC [7] ⊆ ker f2(πp) (100)

JC [7] ⊆ ker f3(πp) (101)

で十分である．ここで

f1(X) = X3 + 1 (102)

f2(X) = X3 + 5X2 + 2X (103)

f3(X) = X2 + 5X + 2 (104)

である．

まず，JC [2] に対するテストを示す．

#JC(F1031n )を n = 1, 2, . . . に対して計算すると，

n = 1 のとき

#JC(F1031) = 23 · 138909 (105)

であり JC [2] ∩ JC(F1031 ) �= φ である．そこで

JC [2](F1031 ) の群構造を計算し，

JC [2](F1031 ) ∼= Z/2Z (106)

を得る．この生成元 D に対し

f1(πp)D = 0 (107)

である．更に，続けて #JC(F1031n ) を計算すると，

n = 2 のとき

#JC(F10312 ) = 26 · 17682976791 (108)

であり JC [2] ∩ JC(F10312 ) �= φ である．そこで

JC [2](F10312 ) の群構造を計算し，

JC [2](F10312 ) ∼= (Z/2Z)2 (109)

を得る．この生成系に

f1(πp)D �= 0 (110)

である D が存在する．したがって，JC は式 (99)を

満足せず，

f1(πq)

2
/∈ End(JC) (111)

である．

次に，JC [7] に対するテストを示す．

#JC(F1031n ) を計算すると，n = 24 のとき

#JC(F103124 ) = 78 ·N24 (112)

であり JC [7]∩JC (F103124 ) �= φである．ここで，N24

は 7 - N24 を満足する 470 bitの整数である．そこで

JC [7](F103124 ) の群構造を計算し，

JC [7](F103124 ) ∼= (Z/7Z)2 (113)

を得る．ここで 2個の生成元 D はともに

f2(πp)D = 0 (114)

f3(πp)D = 0 (115)

を満足する．更に，続けて #JC(F1031n ) を計算する

と，n = 168 のとき

#JC(F1031168 ) = 78 ·N168 (116)

であり JC [7] ∩ JC(F1031168 ) �= φ である．ここで，

N168 は 7 - N168 を満足する 3341 bitの整数である．

そこで JC [7](F1031168 ) の群構造を計算し，

JC [7](F1031168 ) ∼= (Z/7Z)4 (117)

を得る．この生成系に

f2(πp)D1 �= 0 (118)

f3(πp)D2 �= 0 (119)

である D1,D2 が存在する．したがって，JC は式

(100)，式 (101)を満足せず，

f2(πq)

7
/∈ End(JC) (120)

f3(πq)

7
/∈ End(JC) (121)

である．

以上より，

End(JC) ∼= O0 (122)

を得る．

本計算例に要した計算時間を表 3 に示す．なお，本

計算例は約 36 MByteの memoryを必要とした．ま

た，そのほとんどは JC [7](F1031168 ) の群構造の計算

に費された．
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表 3 計算例に要した計算時間
Table 3 Timing of determining the endomorphism

ring of the hyperelliptic curve (94).

計算時間（秒）
χp 0.1

O s.t O0 ⊆ O ⊆ OK 0.05

#JC(F1031n ) 4.0

JC [2](F1031) の群構造 0.01

JC [2](F10312) の群構造 0.04

JC [7](F103124 ) の群構造 7.0

JC [7](F1031168 ) の群構造 8036.7

式 (99) のテスト 0.00

式 (100) のテスト 2.2

式 (101) のテスト 2.2

合計 8052

7. む す び

本論文では，liftingによる CM超楕円曲線の構成に

必要となる，有限体上の ordinary超楕円曲線の Jacobi

多様体の自己準同型環決定アルゴリズムを提案した．

また，提案アルゴリズムの計算量を評価し，計算量を

式 (87)に得た．しかし，提案アルゴリズムの計算量

の指数部は大きく，現実的な計算環境のもと，提案ア

ルゴリズムを適用した liftingによりどの程度の CM

曲線が構成できるかは未知数であり，今後の検討課題

である．

更に，本論文では提案アルゴリズムの実装実験を行

い，提案アルゴリズムが q ≈ 1000 程度の有限体 Fq

上の種数 2の多くの曲線に対して現実的な計算時間で

自己準同型環を決定可能であることを確認した．しか

し，個々の曲線固有の性質により自己準同型環決定困

難な曲線も存在する．そこで，より一般的な曲線の自

己準同型環を決定するために，提案アルゴリズムの高

速化，memory使用量削減について研究を続ける必要

がある．特に Kohelは 3.で紹介したアルゴリズムよ

り高速なアルゴリズムを提案しており [24]，これの超

楕円曲線への一般化は今後の重要な課題の一つである．

また，6. 2では実験結果をもとに平均計算量を見積

もったが，より厳密な平均計算量の導出も今後の課題

である．更に，種数 3以上の超楕円曲線に対する提案

アルゴリズムの実装も今後の課題として残る．
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