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井草不変量を用いた超楕円曲線暗号の構成について
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あらまし 安全な暗号系を豊富に提供することが可能な超楕円曲線を用いた暗号系の構成法において，現在最
も実用的である CM 体法では代数体上の CM 超楕円曲線を必要とするが，これを求めることは困難な研究課題
である．そこで，本論文では超楕円曲線の種数を 2に限定し，有限体上で与えられた不変量をもつ曲線の定義方
程式を求めるアルゴリズムを提案している．また，実装によりアルゴリズムの実用性を確認した．提案アルゴリ
ズムにより，暗号系により多くの超楕円曲線を用いることが可能になると期待される．
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1. ま えが き

平面代数曲線の Jacobi 多様体上の離散対数問題に

基づく暗号系は，これまで知られていた素因数分解や

有限体上の離散対数問題に基づく暗号系と比べ攻撃

が困難なことから，最近では公開鍵暗号の主流となり

つつある．特に楕円曲線暗号は既に多くの実用化がな

されているが，これは効果的な安全な楕円曲線の構成

法が多く提案されていることも一つの要因である．し

かしながら，暗号系の運用にあたっては特定の暗号方

式だけを用いることは安全管理上好ましくない．した

がって，より一般な曲線である超楕円曲線を用いた暗

号系が望まれ，この構成について多くの研究がなされ

ている．

超楕円曲線の Jacobi 多様体上の離散対数問題に基

づく暗号系を構成するためには，大別して二つの研究

課題がある．その一つは因子の高速算法であり，一つ

†東洋通信機株式会社，神奈川県
Toyo Communication Equipment Co., Ltd., 1-1, Koyato

2, Samukawa-machi, Koza-gun, Kanagawa-pref., 253–0192

Japan
††中央大学理工学部情報工学科，東京都

Dept. of Information and System Engineering, Faculty of

Science and Engineering, Chuo University, 1–13–27 Kasuga,

Bunkyo-ku, Tokyo, 112–8551 Japan
†††中央大学理工学部電気電子情報通信工学科，東京都

Dept. of Electrical, Electronic, and Communication Engi-

neering, Faculty of Science and Engineering, Chuo Univer-

sity, 1–13–27 Kasuga, Bunkyo-ku, Tokyo, 112–8551 Japan

は安全な曲線の構成である．因子の高速算法は近年多

くの研究成果 [4], [7], [19], [21]があげられており，奇

数次数の曲線を用いた場合には実用上十分な暗号化速

度が得られるようになった．安全な曲線の構成は多く

の研究 [5], [8], [10], [15], [22], [24]～[27] がなされてい

るが困難な問題であり暗号研究における一つの課題と

してあげることができる．

安全な曲線の構成方法として，その Jacobi多様体が

虚数乗法をもつ代数体上の超楕円曲線（以降 CM超楕

円曲線と呼ぶ）を用いて，暗号系を構成する方法が提

案されている [2], [3], [14], [23]．この方法を用いること

で 1本の CM超楕円曲線から高速かつ豊富に暗号系を

構成可能であるが，この方法は代数体上の CM超楕円

曲線を必要とする．代数体上の CM超楕円曲線を得る

ことは困難であり現状ではいくつかの例 [13], [22], [24]

が知られているに過ぎない．

代数体上の CM超楕円曲線の構成において曲線の種

数を 2に限定して考えると，楕円曲線の j-不変量に対

応する井草不変量 [9]が知られているので，これを用

いることで曲線構成を容易に行える可能性がある．し

かし，井草不変量を用いた CM超楕円曲線を構成を行

うとき，1. 類多項式の構成法，2. 井草不変量から曲線

の定義方程式を求める方法，の二つのアルゴリズムが

必要であり，これらのアルゴリズム構成は各々が困難

な課題である．井草不変量から曲線の定義方程式を求

める方法はいくつか提案されている [5], [16], [22], [26]．
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しかし，これらはいずれも代数体上の不定代数方程式

系を解く必要が有り実用的な方法とは言えず，CM超

楕円曲線の構成ひいては超楕円曲線を用いた暗号系の

構成を困難にしている要因の一つとなっている．これ

らの方法はいずれも代数体上の曲線の定義方程式を求

めるものであるが，安全な楕円曲線の構成では不変量

を有限体上に reductionした後に有限体上の曲線の定

義方程式を求める効果的な方法が存在し [17], [18]，超

楕円曲線の場合にも有限体上で曲線の定義方程式を求

めることで，この問題が解決することが期待できる．

そこで，本論文では超楕円曲線の種数を 2に限定し，

有限体上で与えられた不変量をもつ曲線の定義方程式

を求めるアルゴリズムを提案する．曲線の定義方程式

を求めるアルゴリズムは，因子の高速算法が奇数次数

の曲線に限定されていることを考慮し，定義方程式の

次数を奇数に限定することで実現した．定義方程式の

次数を奇数に限定することで，不定代数方程式系を解

くこと無く曲線の定義方程式を求めることが可能とな

り，十分な実用性をもったアルゴリズムが得られた．

提案アルゴリズムを用いて CM 体法 [18]として知

られている楕円曲線暗号の構成法を超楕円曲線に一般

化することで，暗号系にこれまでより多くの超楕円曲

線を用いることが可能になると期待される．

本論文の構成はまず 2.で後に必要になる知識の導

入を行い，3.で井草不変量から超楕円曲線の定義方程

式を求めるために必要となる曲線の同型類を与える．

これによって定義方程式のパラメータ空間を限定し，

曲線の定義方程式の求解をアルゴリズム化可能にして

いる．次に，4.で実際のアルゴリズムを与え，5.で

提案アルゴリズムの計算量評価を実装結果とともに与

える．

2. 準 備

本章では種数 2の超楕円曲線とその井草不変量の定

義を与え，後に必要になる性質について述べる．

2. 1 超楕円曲線

［定義 2.1］（種数 2の超楕円曲線の標準形）

kを体とする．genus 2の超楕円曲線 H は，char k �= 2

のとき

H : Y 2 = F (X) (1)

F (X) = a6X
6 + a5X

5 + · · · + a0 ∈ k[X] (2)

と定義される．ただし，F (X) は重根をもたないもの

とする．また，a6 �= 0 または a5 �= 0 とする．

本論文では超楕円曲線と言った場合必ず種数 2の超

楕円曲線を意味するものとする．

deg F = 6 のとき，F が k 上で根 α をもつならば

そのときに限り双有理変換

(X, Y ) �→
�

1

X − α
,

Y

(X − α)3

�

によって次数 5の曲線に同型変換することができる [1]．

これまでに提案されている Jacobi多様体上の高速算

法 [4], [7], [19], [21]はすべて奇数次の曲線に対するも

のである．したがって，超楕円曲線を暗号に利用する

場合，奇数次の曲線を用いることになる．そこで，以

下では deg F = 5 とし，(1)において a6 = 0, a5 �= 0

とする．

［Remark 2.1］ 実際には，有限体上定義された 6 次

の超楕円曲線は約 60%が 5 次曲線に同型変換可能で

ある．

H,H ′ が代数的閉体上同型であるときその Jacobi

多様体 JH と J ′
H は代数的閉体上同型であることが

知られている．

2. 2 井草不変量

［定義 2.2］（Integral invariant）[9]

超楕円曲線 Hが (1)で定義されるものとする．このと

き，F (X) の根を x1, · · · , x6 とし，(xi − xj) を (ij)

と表記すると，integral invariant [9]は，以下で定義

される．

I2 = a6
2
X
15

(15)2(34)2(56)2 (3)

I4 = a6
4
X
10

(12)2(23)2(31)2(45)2(56)2(64)2 (4)

I6 = a6
6
X
60

(12)2(23)2(31)2(45)2(56)2(64)2

· (14)2(25)2(36)2 (5)

I10 = a6
10
Y

(i<j)

(ij)2 = disc (F ) (6)

［Remark 2.2］ a6 = 0 のときは xi の一つを無限遠

点とする．この場合，実際には a6 �= 0 として Ii を評

価した後に a6 = 0 と置くことで Ii の explicitな形

式を得る．

［定義 2.3］（Absolute invariant）[9]

同次数の二つの integral invariantの商は，absolute

invariantと呼ばれ

i1 =
I2

5

I10
, i2 =

I2
3I4

I10
, i3 =

I2
2I6

I10
,
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i4 =
I4I6

I10
, i5 =

I5
4

I2
10

, i6 =
I5
6

I3
10

(7)

と定義される．

Absolute invariantについて，以下の重要な補題が

成り立つ．

［補題 2.1］ [9] 種数 2の超楕円曲線 H/k，H ′/k に

対して，各々の integral invariantを Ij , I
′
j，absolute

invariantを ij , i
′
j としたとき，I2 �= 0，I2

′ �= 0 なら

ば，H と H ′ が k の代数的閉体 k̄ 上同型のときかつ

そのときに限って

i1 = i′1, i2 = i′2, i3 = i′3 (8)

となる．

I2 = 0 のときは，

i4 = i′4, i5 = i′5, i6 = i′6 (9)

が同型の必要十分条件になり，以下の議論も同様に

成り立つ．そこで，以下では I2 �= 0 として議論を進

める．

［Remark 2.3］ 実際には I2 = 0 となる曲線は非常に

少ない．

3. 曲線の同型類

本章では有限体上の超楕円曲線を代数閉体上の同型

で分類し，与えられた absolute invariantをもつ曲線

の定義方程式を求めるときのパラメータ空間を小さく

し問題を簡単化する．

代数的閉体上の同型変換により以下に示す定理が成

り立つ．

［定理 3.1］ char Fq �= 2, 5 のとき，(1)で与えられる

H/Fq と代数的閉体 F̄q 上同型の曲線が必ず

Y 2 = X5 + {1, γ2}X3 + a2X
2 + a1X + a0

(10)

Y 2 = X5 + {1, γ3, γ
2
3}X2 + a1X + a0 (11)

Y 2 = X5 + {0, 1, γ4, γ
2
4 , γ3

4}X + a0 (12)

の中に存在する．ここで，a2, a1, a0 ∈ Fq γ2 ∈ Fq は

平方非剰余，γ3 ∈ Fq は 3乗非剰余，γ4 ∈ Fq は平方

非剰余かつ 4乗非剰余である任意の数である．

証明：変換 (X,Y ) �→ (a−1
5 X, a−3

5 Y ) によって

a5 = 1 を得る．また，(X,Y ) �→ (X + a4/5, Y ) に

よって a4 = 0 とできる．

a3 が Fq 上で 平方剰余のとき (X,Y ) �→

(a
−1/2
3 X,a

−5/4
3 Y ) と双有理変換すると，a3 = 1，ま

た，a3 が Fq 上で平方非剰余のとき，平方非剰余

数 γ2 ∈ Fq に対して，(γ2/a3)
1/2 ∈ Fq であるので，

変換 (X,Y ) �→ ((γ2/a3)
1/2X, (γ2/a3)

5/4Y ) によっ

て，a3 = γ2 と変換できる．a3 = 0, a2 �= 0 のとき

も同様に，a2, a2/γ3, a2/γ2
3 の中の 1 個は 3 乗剰余

であるから，これらの中 3 乗剰余のものを γ とす

れば，(X,Y ) �→ ((1/γ)1/3X, (1/γ)5/6Y ) によって，

a2 = a2/γ を得る．明らかに，a3 = a2 = 0 の場合も

同様の変換によって (12)を得る． ✷

［Remark 3.1］ Y 2 = X5 +a0 のとき I2 = 0である．

［Remark 3.2］ 定理 3.1 は数学的な分類を与えるわ

けではない．実際，(10)，(11)，(12)には互いに同型

な曲線が存在する．しかし，我々の構成ではこのこと

は問題にならない．

上記の曲線の integral invariantは 3 変数多項式，

すなわち k[a2, a1, a0] の元と考えられ，

I2 = 40a1 + 6a2
3 (13)

I4 = 36a1a
2
3 − 12a2

2a3 + 300a0a2 − 80a2
1 (14)

I6 = 72a1a
4
3 + 1600a1a0a2 + 330a0a

2
3a2

+ 26a1a3a
2
2 + 176a2

1a
2
3 + 2250a2

0a3

− 24a2
2a

3
3 − 320a3

1 − 36a4
2 (15)

I10 = 108a5
2a0 − 128a4

1a
2
3 + 108a5

3a
2
0

+ 16a4
3a

3
1 − 27a4

2a
2
1 + 256a5

1 + 3125a4
0

− 1600a2a
3
1a0 + 2250a2

2a1a
2
0

+ 2000a2
1a3a

2
0 − 900a1a

3
3a

2
0 − 3750a2a

3
0a3

+ 825a2
2a

2
3a

2
0 + 16a3

3a
3
2a0 − 4a3

3a
2
2a

2
1

+ 144a2
2a

3
1a3 − 630a3

2a1a3a0

− 72a4
3a2a1a0 + 560a2

1a
2
3a2a0 (16)

で与えられる．ここで，a3 は F の 3次の項の係数を

表す．すなわち a3 ∈ {0, 1, γ2} である．
4. 井草不変量を用いた曲線の構成

本章では与えられた i1, i2, i3 ∈ Fq に対応する Fq

上の曲線の定義方程式の計算アルゴリズムを提案する．

提案アルゴリズムは，多項式の終結式を用いて，abso-

lute invariantから integral invariantを経由し曲線の

定義式のパラメータ a3, a2, a1, a0 ∈ Fq を求めるもの

である．(7)に a3 の値を与えることで 3 変数方程式

を 3個作ることが可能であり，これを a2, a1, a0 ∈ Fq

について解くことで目的は達せられる．すなわち，
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i1I10 − I2
5 = 0 (17)

i2I10 − I2
3I4 = 0 (18)

i3I10 − I2
2I6 = 0 (19)

を a3 = 1 として a2, a1, a0 ∈ Fq について解き，解を

もたなかったときには，a3 = γ2 として同様の手順を

繰り返せばよいことがわかる．a3 = {1, γ2} に対して
解が無かった場合には a3 = 0 としてまた同様に a2

を {1, γ3, γ
2
3} から選んで 2 変数方程式をとき，更に

根をもたなければ，a1 を {1, γ4, γ
2
4 , γ3

4}から選んで 1

変数方程式を解けばよいことになる．以上の計算で解

が無ければ i1, i2, i3 ∈ Fq に対応する曲線は Fq 上 5

次方程式として定義されない．以上をまとめたアルゴ

リズムを以下に示す．

［Algorithm 4.1］（曲線の構成）

入力：i1, i2, i3 ∈ Fq ただし，i1 �= 0．

出力：i1, i2, i3 を invariantとする曲線に対応する

5次の F ∈ Fq [X]．
1: a3 = 1 とする．
2: (17)，(18)，(19) を解き，a2, a1, a0 ∈ Fq を求
める．

3: a2, a1, a0 ∈ Fq が求まったならば，

F (X) = X5 + a3X
3 + a2X

2 + a1X + a0

を出力し終了．
4: a3 = 1 ならば a3 = γ2 として step2へ．
5: a3 = 0, a2 = 1 とする．
6: (17)，(18)，(19)を解き，a1, a0 ∈ Fq を求める．
7: a1, a0 ∈ Fq が求まったならば，

F (X) = X5 + a2X
2 + a1X + a0

を出力し終了．
8: a3 = 1 ならば a3 = γ3，a3 = γ3 ならば a3 = γ2

3

として step6へ．
9: a3 = 0, a2 = 1 とする．

10: (17)，(18)，(19)を解き，a1, a0 ∈ Fq を求める．
11: a1, a0 ∈ Fq が求まったならば，

F (X) = X5 + a2X
2 + a1X + a0

を出力し終了．
12: a3 = 1ならば a3 = γ3，a3 = γ3 ならば a3 = γ2

3

として step6へ．
13: a3 = a2 = 0, a1 = 1 とする．
14: (17)，(18)，(19)を解き，a0 ∈ Fq を求める．

15: a0 ∈ Fq が求まったならば，

F (X) = X5 + a1X + a0

を出力し終了．
16: a2 = 1ならば a2 = γ4，a2 = γ4 ならば a2 = γ2

4

a2 = γ2
4 ならば a2 = γ3

4 として step10へ．
17: deg F = 5 の F ∈ Fq [X] は存在しないとして，

終了．

本アルゴリズムにおいて時間計算量は step2が支配

的であり，この stepの繰返し回数は高々2 回である．

したがって，本アルゴリズムの計算量は step2の計算

量で押えられる．

以下，step2の計算に付いて詳細に記述する．

4. 1 a3 = 1 の場合の計算

本節では Algorithm 4.1の step2について計算の詳

細を述べる．簡単のため a3 = 1 として議論を進める

が，a3 = γ2 の場合も同様の議論が成り立つ．

(13)，(14)，(15)，(16) で与えられる integral in-

variantに a3 = 1 を代入すると，各々を a2, a1, a0 を

変数とする Fq 上の 3変数多項式と見ることができる．

そこでこれらを (17)，(18)，(19)に代入して得られ

る 3 元 3連立非線形方程式系を解くことで a2, a1, a0

を求めることが可能である．この方程式系は多項式終

結式を利用して解くことが可能である．そこで (17)，

(18)，(19)の左辺を以下のように置く．

f1 = i1I10 − I2
5 (20)

f2 = i2I10 − I2
3I4 (21)

f3 = i3I10 − I2
2I6 (22)

(20)，(21)，(22)の共通零点を求めることで曲線の

定義方程式を決定できる．すなわち，8><
>:

f1|a0=A0,a1=A1,a2=A2,a3=1 = 0

f2|a0=A0,a1=A1,a2=A2,a3=1 = 0

f3|a0=A0,a1=A1,a2=A2,a3=1 = 0

(23)

を満足する A0, A1, A2 ∈ Fq が，

I10|a0=A0,a1=A1,a2=A2,a3=1 �= 0 (24)

を満足するとき，

Y 2 = X5 + X3 + A2X
2 + A1X + A0 (25)

は，与えられた absolute invariant (i1, i2, i3) をもつ．

ここで |a=A は変数 a への値 A の代入を表す．以降
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でこの A0, A1, A2 を求めていく．以降では f1, f2, f3

には a3 = 1 が代入されているとする．

まず，(23)に対して a2 を変数として終結式を求め

ることにより，a2 を消去する．a2 を消去した独立な

2式を (26)，(27)に示す．

r1 = resa2(f1, f2) (26)

r2 = resa2(f1, f3) (27)

これらに対して，(
r1|a0=A0,a1=A1 = 0

r2|a0=A0,a1=A1 = 0
(28)

を満足する A0, A1 の組は (23)を満足する．更に，こ

れら r1, r2 に対して a0 を変数として終結式を求める

ことによって，

r3 = resa0(r1, r2) (29)

を得る．

r3|a1=A1 = 0 (30)

は A1 が (23)を満足することの必要条件である．r3

は有限体上の 1変数多項式であるので，因数分解の高

速アルゴリズム [6], [20]を用いて，高速に求めること

が可能である．A3 が Fq 上に解をもつ場合 r1, r2 を用

いて対応する A0 を求める．r1, r2 に対して a1 = A1

としたときに，それらの最大公約数

g1 = gcd(r1|a1=A1 , r2|a1=A1) (31)

は r1, r2 の共通零点の集合になる．そこで，1変数多

項式 g1 の根，すなわち

g1|a0=A0 = 0 (32)

を満足する A0 ∈ Fq を求めれば，以上で求めた A1 と

A0 の組は (28)を満足する．更に，

g2 = gcd(f1|a0=A0,a1=A1 , f2|a0=A0,a1=A1 ,

f3|a0=A0,a1=A1) (33)

を計算し，

g2|a2=A2 = 0 (34)

を満足する A2 を求めれば，(30)で求めた A1 と (32)

で求めた A0 と (34)で求めた A2 の組は (23)を満足

する．

そこで，(16)で与えられる absolute invariant I10

にこれらを代入し

I10|a0=A0,a1=A1,a2=A2,a3=1 �= 0 (35)

であれば，求めた係数に対応する曲線は与えられた

absolute invariantをもつ．

［Remark 4.1］ 以上の議論では変数の消去順序を

a2, a0, a1 としていたが，一般にはこの消去順序で

必ず解が求まる保証は無い．しかし，実験により，こ

の消去順序以外に a0, a2, a1 という順序で変数消去を

行うことで解が存在する場合には必ず解が求まるこ

とを確認した．また，a3 = γ2 の場合にも同じ消去

順序で解が求まる．更に，実験によりほとんどの場合

a0, a2, a1 の消去順序で解が求まることを確認した．

［例 4.1］ 以上で述べた計算の例を示す．q =

7, (i1, i2, i3) = (5, 6, 0) とし，(i1, i2, i3) に対応する

曲線の定義方程式を求める．

まず，(20)，(21)，(22) に a3 = 1, i1 = 5, i2 =

6, i3 = 0 を代入し，

f1 = a4
0 + 3a2a

3
0

+ (4a2
1 + (a2

2 + 1)a1 + 2a2
2 + 1)a2

0

+ (a2a
3
1 + 4a2a1 + a5

2 + 3a3
2)a0

+ 3a5
1 + (6a2

2 + 6)a3
1 + (5a4

2 + a2
2 + 5)a2

1

+ 3a1 + 1

f2 = 4a4
0 + 5a2a

3
0

+ (2a2
1 + (4a2

2 + 4)a1 + a2
2 + 4)a2

0

+ (3a2a
3
1 + 2a2a

2
1 + 3a2a1 + 4a5

2 + 5a3
2

+ 6a2)a0

+ 2a4
1 + (5a2

2 + 6)a3
1 + (6a4

2 + 3)a2
1

+ (5a2
2 + 1)a1 + 2a2

2

f3 = (2a2
1 + 2a1 + 4)a2

0

+ (5a2a
3
1 + a2a

2
1 + 6a2a1 + 6a2)a0

+ 6a5
1 + 2a4

1 + a2
2a

3
1 + (4a4

2 + 6a2
2 + 5)a2

1

+ (4a4
2 + 5)a1 + a4

2 + 3a2
2

を得る．次に，(26)，(27)を用いて f1, f2, f3 から変

数 a2 を消去し，

r1 = (a15
1 + 4a14

1 + a8
1 + 4a7

1 + 2a1 + 1)a13
0

+ (2a16
1 + 5a15

1 + 2a14
1 + 2a9

1 + 5a8
1 + 2a7

1

+ 4a2
1 + 3a1 + 4)a11

0
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+ (2a20
1 + 2a19

1 + 6a18
1 + 6a17

1 + 6a16
1 + 5a15

1

+ 6a14
1 + 2a13

1 + 2a12
1 + 6a11

1 + 6a10
1 + 6a9

1

+ 5a8
1 + 6a7

1 + 4a6
1 + 4a5

1 + 5a4
1 + 5a3

1 + 5a2
1

+ 3a1 + 5)a9
0

+ (2a22
1 + 2a21

1 + 4a20
1 + 3a19

1 + a18
1 + 3a17

1

+ 2a16
1 + 3a15

1 + 4a13
1 + 3a12

1 + a11
1 + 3a10

1

+ 2a9
1 + 5a8

1 + 2a7
1 + a6

1 + 6a5
1 + 2a4

1 + 6a3
1

+ 4a2
1 + 2a1 + 3)a7

0

+ (5a24
1 + a23

1 + 3a22
1 + 4a21

1 + 5a20
1 + 5a19

1

+ 6a18
1 + 2a17

1 + 5a14
1 + 5a13

1 + 5a12
1 + 6a11

1

+ a9
1 + 3a8

1 + 2a7
1 + 3a6

1 + 3a5
1 + 5a4

1 + a3
1

+ 5a2
1 + a1 + 2)a5

0

+ (2a27
1 + 3a26

1 + 3a24
1 + 2a23

1 + 6a22
1 + 3a21

1

+ 3a20
1 + 5a18

1 + 5a16
1 + a15

1 + 5a14
1 + 5a13

1

+ 3a12
1 + 5a11

1 + 3a10
1 + a7

1 + 2a6
1 + a5

1

+ 3a4
1 + a3

1 + 6a2
1 + 4a1 + 4)a3

0

r2 = (2a10
1 + 3a9

1 + 5a8
1 + 2a7

1 + a3
1 + 5a2

1 + 6a1

+ 1)a16
0

+ (3a12
1 + 3a11

1 + a10
1 + 6a9

1 + a8
1 + a7

1 + 5a5
1

+ 5a4
1 + 4a3

1 + 3a2
1 + 4a1 + 4)a14

0

+ (3a15
1 + 4a14

1 + 2a13
1 + 3a12

1 + 5a11
1 + 5a10

1

+ a9
1 + a6

1 + 5a5
1 + 6a4

1 + 6a3
1 + 4a2

1 + a1

+ 6)a12
0

+ (2a17
1 + a16

1 + 6a15
1 + 5a14

1 + 4a13
1 + 4a12

1

+ 3a11
1 + 2a10

1 + 3a9
1 + 2a8

1 + 5a7
1 + 2a6

1

+ 2a5
1 + 5a4

1 + 4a3
1 + 3a2

1 + 3a1 + 3)a10
0

+ (5a20
1 + 2a19

1 + 2a18
1 + 6a17

1 + 4a16
1 + 2a15

1

+ a13
1 + 2a11

1 + 2a10
1 + a9

1 + a8
1 + 5a7

1 + a6
1

+ 3a5
1 + 4a4

1 + 3a3
1 + 3a2

1 + 6)a8
0

+ (5a21
1 + 5a20

1 + 6a19
1 + 2a17

1 + a16
1 + 4a15

1

+ 6a14
1 + 3a13

1 + 2a12
1 + a11

1 + 3a10
1 + 4a9

1

+ 5a8
1 + 2a6

1 + 3a5
1 + 4a4

1 + a3
1 + 5a1)a

6
0

+ (6a24
1 + 2a23

1 + 5a22
1 + 6a21

1 + 5a20
1 + 5a19

1

+ 4a18
1 + 3a17

1 + 4a15
1 + a11

1 + 4a10
1 + 4a9

1

+ 6a8
1 + 6a7

1 + 4a6
1 + 4a5

1 + 3a4
1 + 2a3

1 + 4a2
1

+ 2)a4
0

+ (5a26
1 + 2a24

1 + 6a23
1 + 5a22

1 + 4a21
1 + a20

1

+ 4a19
1 + 4a18

1 + 5a17
1 + 4a16

1 + a15
1 + 4a14

1

+ a13
1 + a12

1 + 4a11
1 + 5a10

1 + 4a9
1 + 4a8

1

+ a7
1 + 2a6

1 + a5
1 + a4

1 + 5a3
1 + 5a1)a

2
0

+ 2a30
1 + 6a29

1 + 4a27
1 + 4a26

1 + 2a25
1 + 5a23

1

+ 2a22
1 + 6a21

1 + a20
1 + 4a19

1 + 6a17
1 + 4a16

1

+ 5a15
1 + 3a14

1 + 3a13
1 + 3a12

1 + a10
1 + 2a9

1

+ 2a8
1 + 2a7

1 + a5
1 + 2a4

1 + 6a3
1

+ 4a2
1 + 4a1 + 1

を得る．更に，(29) を用いて r1, r2 から変数 a0 を

消去し，a1 を変数とする 630 次多項式 r3 を得る．

r3 = 0 の解の一つ a1 = 4 を r1, r2 に代入し，それら

の最大公約数を取ることで，

g1 = a2
0

を得る．g1 = 0 の解は a0 = 0 であるので，これを先

程求めた a1 とともに f1, f2, f3 に代入し，最大公約

数を求めると

g2 = 3a2
2 + 1

となる．そして，g2 = 0 を解き a2 = 3 を得る．以上

で求めた a0 = 0, a1 = 4, a2 = 3 と a3 = 1 を (16)に

代入すると

I10 = 2

となる．したがって，

Y 2 = X5 + X3 + 3X2 + 4X

は，与えられた absolute invariant (5, 6, 0) をもつは

ずであり，確かに与えられた absolute invariantをも

つことが確認される．

以上をまとめたアルゴリズムを以下に示す．

［Algorithm 4.2］（a3 = 1 の場合の曲線の係数計算）

入力：i1, i2, i3 ∈ Fq ただし，i1 �= 0．
出力：a0, a1, a2 ∈ Fq．

1: 変数 b1 = a2, b2 = a0 とする．
2: (20)，(21)，(22)に i1, i2, i3 と a3 = 1 を代入し
た結果をまた f1, f2, f3 とする．

3: r1 = resb1(f1, f2), r2 = resb1(f1, f3) を求める．
4: r3 = resb2(r1, r2) を求める．
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5: r3 = 0 の Fq 上の解を A1 とする．解が無い場合
step11へ．

6: g1 = gcd(r1|a1=A1, r2|a1=A1) を求める．
7: g1 = 0 の Fq 上の解を B2 とする．解が無い場合

step11へ．
8: g2 = gcd(f1|b2=B2,a1=A1, f2|b2=B2,a1=A1,

f3|b2=B2,a1=A1) を求める．
9: g2 = 0 の Fq 上の解を B1 とする．解が無い場合

step11へ．
10: b1 に対応する変数値を B1，b2 に対応する変数値
を B2，a1 = A1 として出力し終了

11: b1 = a2 ならば b1 = a0, b2 = a2 として，step2

へ．そうでなければ終了．

a3 = γ2 の場合は Algorithm 4.2 の step2において

a3 = 0 を a3 = γ2 で置き換えることで，同一アルゴ

リズムによって，曲線の定義方程式の係数を求めるこ

とができる．

4. 2 a3 = 0 の場合の計算

本節では Algorithm 4.1において a3 = 1, γ2 とした

ときに根をもたなかった場合の計算，すなわち a3 = 0

としたときの計算について述べる．Algorithm 4.1 で

は step5 以降に当たる．計算は a �= 0 のときと同様

の手順で行われる．a2 = 1 として議論を進めるが，

a3 = γ3, γ
2
3 の場合も同様の議論が成り立つ．

(13)，(14)，(15)，(16)で与えられる integral invari-

antに a3 = 0, a2 = 1 を代入すると，各々を a1, a0

を変数とする Fq 上の 2変数多項式と見ることができ

る．そこでこれらを (17)，(18)，(19)に代入し得られ

る 2 元 3 連立非線形方程式系を解くことで a1, a0 を

求めることが可能である．この方程式系は a3 �= 0 の

場合と同様に多項式終結式を利用して解くことが可能

である．

a3 �= 0と同様に (20)，(21)，(22)に a2 = 1を代入

し，a0 を変数とみて終結式を求めることにより，(36)，

(37)を得る．

r1 = resa0(f1, f2) (36)

r2 = resa0(f1, f3) (37)

次に r1, r2 の最大公約数

g1 = gcd(r1, r2) (38)

を求め，

g1(A1) = 0 (39)

を満足する A1 ∈ Fq を求めれば，A1 は(
r1|a1=A1 = 0

r2|a1=A1 = 0
(40)

を満足する．

同様に，

g2 = gcd(f1|a1=A1 , f2|a1=A1 , f3|a1=A1) (41)

を計算し，

g2(A0) = 0 (42)

を満足する A0 を求めれば，この A0 と (39)で求め

た A1 の組は8><
>:

f1|a0=A0,a1=A1,a2=1,a3=0 = 0

f2|a0=A0,a1=A1,a2=1,a3=0 = 0

f3|a0=A0,a1=A1,a2=1,a3=0 = 0

(43)

を満足する．更に，これらが

I10|a0=A0,a1=A1,a2=1,a3=0 �= 0 (44)

を満足すれば，求めた係数に対応する曲線は与えられ

た absolute invariantをもつ．

a3 = 1 のときと同様に変数の消去順序を a1, a0 と

も取り得るが，実験により消去順序を a0, a1 とすれ

ば，解が存在するときには必ず解が求まることを確認

した．

明らかに，a3 = 0, a2 = 0 のときも同様の計算手順

で，定義方程式が求まる．

5. 計算量評価

本章では Algorithm 4.1 の計算量について考察す

る．Algorithm 4.1 において計算量は Algorithm 4.2

が支配的である．表 1に Algorithm 4.2で計算される

多項式 fi, r1, r2, r3 の次数を示す．次数は a0, a1, a2

の各々の変数に対する次数を表す．表には示さなかっ

たが，変数の消去順序を a0, a2, a1 としたときには，

表 1 Algorithm 4.2 で計算される多項式の次数
Table 1 Degrees of polynomials computing in

Algorithm 4.2.

a0 a1 a2

fi 4 5 5

r1 13 27 0

r2 17 30 0

r3 0 630 0
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表 2 Algorithm 4.1 の計算時間
Table 2 Computing time of Algorithm 4.1.

log2 q 全体（秒） a3 �= 0（秒） a3 = 0（秒）
60 20.92 20.88 0.04

80 34.54 34.49 0.05

120 67.88 67.80 0.08

160 115.89 115.76 0.13

表 3 Algorithm 4.2 主要部の計算時間
Table 3 Computing time of dominant parts in

Algorithm 4.2.

log2 q 終結式（秒） 因数分解（秒）
60 0.5 8.3

80 0.5 14.8

120 0.7 30.8

160 0.8 54.6

r2 の次数は 400次になる．

表 1 から明らかに，Algorithm 4.2 の計算時間にお

いて，r2 を求める終結式の計算及び r2 の因数分解が

支配的であると考えられる．しかし，Algorithm 4.1

で計算される多項式はすべてその次数が q と独立であ

り，暗号系に用いる有限体のサイズに対しては終結式

が O(log2 q)，因数分解は O(log3 q) の時間計算量で

ある．実際の暗号系構成では非常に大きな q を用いる

ので，計算時間の多項式の次数に対する依存は少なく

なり，Algorithm 4.1は高速に動作すると期待される．

そこで，次節で Algorithm 4.1 を暗号系構成に用いる

ときの実際の計算時間について評価する．

5. 1 実 装 評 価

本節では実際に Algorithm 4.1 を実装し，q に対す

る計算時間の依存性を評価する．実装には PARI/GP

を用いた．また，終結式，多項式の因数分解等は PARI

の組込み関数を利用した．

計算時間は AMD K6-III 450MHz 上で測定した．

表 2 に Algorithm 4.1 の計算時間の計測結果を示す．

実験は，すべての stepを計算することになり最も計

算に時間がかかるケースとして，5次の定義方程式を

もたない absolute invariantを用いて行った．60 bit，

80 bit，120 bit，160 bitの固定した素体上で上記条件

を満足する absolute invarianntを各々1000個ランダ

ムに発生し，各体について Algorithm 4.1 の計算時間

の全体，a3 �= 0 に対する計算時間，a3 = 0 に対する

計算時間の absolute invariant 1000 個に対する平均

値を測定した．表には示さなかったが計算時間の最悪

値と平均値の差は 1%以内に収まっている．

測定結果から提案アルゴリズムが十分な実用性をも

つことがわかる．

測定結果から Algorithm 4.1 において a3 �= 0 すな

わち Algorithm 4.2 の計算にほとんどの時間が費され

ることがわかる．そこで更に，Algorithm 4.2 の r3

における終結式と因数分解の計算時間を各定義体上で

1000回測定した．

測定結果の平均値を表 3 に示す．測定結果から実際

にはほとんどの計算時間が r3 の因数分解に費されて

いることがわかる．終結式と因数分解の計算量の多項

式次数の項を比較すると終結式の方が次数に対する計

算量の依存度が高いが，この結果は提案アルゴリズム

の計算時間の多項式の次数からの影響が少ないことを

意味する．
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