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CM超楕円曲線

• Jacobi多様体がCMを持つ超楕円曲線
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超楕円曲線を用いた

暗号系の構成

安全な位数を持つ超楕円曲線が必要

位数が計算できる曲線が必要

CM超楕円曲線
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CM超楕円曲線を用いた

暗号系の構成
• CM超楕円曲線の構成

– Spallek,Wamelen,Murabayashi-Umegaki
– Liftingによる方法

• 有限体上での位数計算
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定義
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Q上種数2のCM超楕円曲線の

生成
( )
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( )

するでを

に対して行いをいくつかの

を計算曲線を選択し

なるテーブル内の曲線から

なる曲線をテーブル化が

を計算のの全超楕円曲線上の種数

を選択で完全分解する素数体

を選択と体
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Fp上で与えられたCMtypeを持つ

曲線の選択
• Cmtypeからp-Frobenius endomorphismの
特性多項式を計算(テーブル作成）

• Fp上の各曲線のJacobi多様体のp-
Frobenius endomorphisumの特性多項式を

計算

• 特性多項式を比較
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テーブル作成
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1. pをOK’上で素イデアル分解しpを得る

2. （π）を計算

3. πを計算

4. πの特性多項式χ(t)を計算
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Fp上で与えられたCmtypeを持つ

曲線の選択
• Cmtypeからl-Frobenius endomorphismの特
性多項式を計算(テーブル作成）

• Fp上の各曲線のJacobi多様体のp-
Frobenius endomorphisumの特性多項式

を計算

• 特性多項式を比較
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 χ(t)の計算
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 χ(t)のチェック
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 探索直線数の削減
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degf=6の時のチェック

• fがFp上に根を持つならば終了
gcd(f,Xp-X) ≠1

• Fp-有理点を数えてをs1,s2を求める

• s1≠ ±S1ならば終了

• Fp2 -有理点を数えてをs2を求める

• s2= S2ならば与えられたCMtypeである
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degf=5の時のチェック
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degf=5の時のチェック

1. D ∈J(Fp)に対して[χ(-1)]D=0
D ∈Jt(Fp)に対して[χ(1)]D=0をテスト
成立したらC=Ctとする

2. D ∈J(Fp)に対して[χ(1)]D=0
D ∈Jt(Fp)に対して[χ(-1)]D=0をテスト
成立しなければ終了

数回繰り返す

3. 有理点を数えてをs1,s2を求める
s1=S1, s2= S2ならば与えられたCMtypeである
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Q上種数2のCM超楕円曲線の

生成
( )
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するでを

に対して行いをいくつかの

を計算曲線を選択し

なるテーブル内の曲線から

なる曲線をテーブル化が

を計算のの全超楕円曲線上の種数

を選択で完全分解する素数体

を選択と体
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Kohelの方法
End(E)の決定法
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定義
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End(J)の決定

[ ] ( )

( ) ックするであるかどうかをチェ与えられた

を求める。なる

J

JZ

End

O
EndOOO K ≅⊆⊆ ,π



24

整数環の整基底
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End(J)の決定
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J[le]⊆ker(g(π))のチェック
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D∈J[le]の選択

• Division polynomial の利用

– Cantor, Kanayama
– genus 2

• 探索的方法
– χ(t)から拡大体上の位数を知ることができる

– memory必要
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D∈J[le]の探索
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J[le]∩J(Fpn) の群構造決定
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J[2]⊆ker(π2-1)のチェック
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J[m]⊆ker(g(π))のチェック
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dfstep

dndstep

ndstep

l

l

p

pp

ker0..
ker0..

step2-step1

;0:2

;divisor 0:1

;:0

⊆⇒≠∃/
⊄⇒≠∃

=

∈=

∈

J
J

FJ

FFJ

を繰り返し

をチェック

をランダムに選択なる

を決定の拡大を含む
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d∈J[n]を含む拡大次数の探索

( )
( )

;i:3

;1 goto;1:#|:2

;#:1
;1::0

を出力

ならば

を計算

step

stepiinstep

step
istep

i

i

p

p

+=/

=

FJ

FJ
lpF
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d∈J[n]の探索

( ) ( )
( )

;:6
;4 goto1;i:i0:5

;::4
2;:i:3

;::2

;:1

;|:#:0

1

01

0

1

を出力

ならば

を計算

を計算

をランダムに選択

を計算

ei

i

ii

p

ee
p

dstep
stepdstep

qddstep
step

sddstep

dstep

qnprimeqsqstep

l

l

−

−

+=≠

=

=
=

∈

==

FJ

FJ

lpF
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Example
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curve)(Spallek 69283810240140
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⎠
⎞⎜
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OEnd
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d
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K

K

上で求めるなる曲線を

体

FJ

Q
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( ) ( )

[ ] ( ) ( )
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⎧

+++⊆
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⎤
⎢
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⇒
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⎤
⎢
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π
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OEnd
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の
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[ ] ( )

[ ] ( )
を満足する。

全ての候補は

のチェック
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πππ

J
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[ ] ( ) ( )
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⎨
⎧
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をチェック

に対して各

のチェックFJJ π
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[ ] ( )
[ ]

( )

[ ] ( )

[ ] ( )35173ker4

033..4

033
divisor 
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4

35173ker4

23
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23

7

23

+++⊄

⇒
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+++⊆

∃

πππ

πππ

πππ

πππ

J

J

FJ

J

dtsd

d
d
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をチェック

をランダムに選びなる

の拡大体上でを含む

のチェック
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( )
( )

( )
;:7

;1 goto035173:6

;4 goto1;i:i0:5
;2::4

2;:i:3
;2737::2

;:1

27372#

23

1

01

70

11
7

7

4

4

4

を出力

ならば

ならば

を計算

を計算

をランダムに選択

上で

falsestep
stepdstep

stepdstep
ddstep

step
ddstep

dstep

ei

i

ii

=+++

+=≠

=

=
=

∈

⋅=
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−

πππ

FJ

FJ
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[ ] ( )
[ ] ( )

( )

)curveSpallek invariant (Igusa
35

35173ker4

35173ker4
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23
4
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と同じが

なる曲線は

従って

+++=

≅

+++⊄⇒

+++⊆⇒

uuuv

OEnd

h

h

KJ

J

J

πππ
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まとめと今後の課題

• 有限体上のordinary超楕円曲線の
End(J)の決定法を検討した。

• 本手法を用いてCM超楕円曲線を

生成する。
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