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1. はじめに
安全な超楕円曲線暗号を構成するためには曲線の Jaco-
bianの有理点群の位数を知る必要がある．超楕円曲線の
Jacobianの位数はその Frobenius写像の特性多項式よ
り計算可能である．曲線のHasse-Witt行列は定義体の
標数 p を法とした Frobenius 写像の特性多項式の係数
を与えることから，曲線の Jacobianの位数計算に利用
可能である．[1]–[4]
超楕円曲線の Hasse-Witt 行列の成分は曲線の定義

式から得られる多項式の特定次数の係数からなる．この
Hasse-Witt 行列の計算方法として，Bostan-Gaudry-
Schost[3]によるChudnovsky-Chudnovskyアルゴリズ
ム[5]の改良が知られている．このアルゴリズムの基礎演
算には有限精度 p-進整数が用いられる．
本論文では，多項式の reversal を利用して計算に必

要な p-進整数の精度を下げることにより，Hasse-Witt
行列計算を高速化する．
次節では，Hasse-Witt行列の定義とその計算法につ

いてまとめる．3. で Hasse-Witt 行列計算の改良を示
し，4.で実装実験により改良の効果を確認する．最後に
5.で Hasse-Witt行列計算の改良についてまとめる．

2. Hasse-Witt行列
pを奇素数，Fq を位数 pm の有限体とする．Fq 上定義
された種数 g > 1の超楕円曲線 C を

C : Y 2 = F (X), F (X) =

2g+1
X

i=0

fiX
i ∈ Fq [X] (1)

と定義する．ここで，F (X)はモニックで重根を持たな
いものとする．また，議論の簡略化のため f0 6= 0 と
する．

定義 1 (Hasse-Witt行列) 式 (1)の F (X)に対して多
項式 (F (X))

p−1

2 の k 次の係数を hk とあらわすとき，
(i, j)成分が hjp−i となる Fq 上の g × g 行列

H = (hjp−i)1≤i,j≤g

を C の Hasse-Witt行列と定義する．

1 ≤ i ≤ m − 1 に対して Hasse-Witt 行列 H

の各成分を pi 乗した行列を H(pi) と書き，Hπ =

HH(p) · · ·H(pm−1) とおくと，次の定理が成り立つ．

定理 1 (Manin [6]) 超楕円曲線 C の Jacobianの q 乗
Frobenius写像の特性多項式を χq(X)とすると，

χq(X) ≡ (−1)gXg det (Hπ − XI) mod p

である．ここで，I は g × g 単位行列である．

この定理 1 より，q 乗 Frobenius 写像の特性多項式
χq(X) の mod p における係数は Hasse-Witt 行列 H
から計算可能である．

Bostan-Gaudry-Schost[3]は，多項式 (F (X))
p−1

2

の係数に関する漸化式に対して Chudnovsky-
Chudnovsky アルゴリズム[5]を適用・改良し，
Hasse-Witt 行列 H を Õ(

√
p) の時間計算量で計算す

るアルゴリズムを示した．
多項式 (F (X))

p−1

2 の k 次係数を hk と書
き，これらを成分に持つ 2g + 1 縦ベクトルを
Uk = t

`

hk−2g hk−2g−1 · · · hk

´

とおく．ただ
し，h−2g = · · · = h−1 = 0とする．また，有理関数を
成分に持つ (2g+1) × (2g+1)行列を

A(X) =

0

B

B

B

B

B

@

0 1 · · · 0
0 0 · · · 0
...

...
. . . 0

0 0 · · · 1
r2g+1(X) r2g(X) · · · r1(X)

1

C

C

C

C

C

A

, (2)

ri(X) =
fi (i (p + 1) /2 − X)

f0X
, 1 ≤ i ≤ 2g + 1

とおき，A(X)の X に k を代入した行列を A(k)と書
く．このとき多項式 (F (X))

p−1

2 の係数に関する 2g+1
項の漸化式[7]より，

Uk =A(k)Uk−1 = A(k)A(k − 1) · · ·A(1)U0 (3)

が成り立つ．従って Hasse-Witt行列 H を得るために
は，U0 = t

“

0 · · · 0 f
p−1

2

0

”

を初期値として式 (3)

を利用してUp−1, U2p−1, · · · , Ugp−1を計算すればよい．
Chudnovsky-Chudnovsky アルゴリズム[5]は，式

(3) で与えられた Uk を U0 から Õ(
√

k) で計算するも
のである．ここで，式 (3) は標数 0 の体を前提とする
ものであり，Hasse-Witt行列計算は Fq の元を p-進体
Qp に持ち上げて行なう必要がある．Bostan-Gaudry-
Schost[3]は，Ugp−1の分母 (gp−1)!に対する p-進付値
より Hasse-Witt 行列 H に必要な Up−1, U2p−1, · · · ,
Ugp−1 の計算を Z/pgZ 上で行なった．次節では，式
(3)の計算に必要な p-進整数の精度を下げることにより，
Hasse-Witt行列計算の高速化を行なう．



3. Hasse-Witt行列計算の改良
本節では Bostan-Gaudry-Schost[3]の Hasse-Witt 行
列計算の高速化を行なう．

3 · 1 p-進整数の必要精度 Bostan-Gaudry-
Schost[3]の Hasse-Witt行列計算では，U0 から Up−1,
U2p−1, · · · , Ugp−1を式 (3)を利用して順次計算する．一
方，式 (3)の計算では，A(p), A(2p), · · · , A ((g − 1)p)
においてそれぞれ p による除算が発生することから p-
進整数の精度が落ちる．従って，1 ≤ i < g に対して
U(i−1)p から Uip を求める計算は Z/pg−i+1Z上で行な
えばよく，U(g−1)p から Ugp−1 を求める計算は Z/pZ

上で行なえば十分である．
以上より，Hasse-Witt行列計算における各Uip (1 ≤

i < g)の計算ステップに必要な p-進整数の精度は，最終
ステップが Z/pZ上で計算可能となるように下げること
が可能である．次節では Hasse-Witt行列に必要な Uk

の計算を 2分割し p-進整数の必要精度を下げることで，
高速化を行なう．

3 · 2 多項式の reversal を利用した Hasse-

Witt 行列計算の改良 多項式 P (X) の rever-
sal[8]を rev(P (X)) := Xdeg P P (1/X) と定義し，
rev(P (X)) と書く．多項式の reversal の性質より，
F (X)について

rev((F (X))
p−1

2 ) = (rev(F (X)))
p−1

2

が成り立つ．即ち，(F (X))
p−1

2 の高次の係数を
(rev(F (X)))

p−1

2 の低次の係数として得ることが可能
である．以下では，この reversal の性質を利用して，
Hasse-Witt 行列計算において必要な p-進整数の精度
を下げる．
多項式 rev(F (X))に対して式 (2)で定義された (2g+

1)× (2g+1)行列を Â(X)と書き，同様に式 (3)で定義
された 2g+1縦ベクトルを Ûk と書く．すると Hasse-
Witt 行列の成分は，Up, · · · , Ugp−1 の代わりに，Up,
· · · , U⌈ g

2 ⌉p−1 と Û p−1

2

, · · · , Û⌊ g

2 ⌋p−
p+1

2

を計算する
ことで得られる．従って，F (X)から

Upを Z/p⌈
g

2 ⌉Z上で, · · · , U⌈ g

2 ⌉p−1を Z/pZ上で

計算し，また rev(F (X))から

Û p−1

2

を Z/p⌊
g

2 ⌋Z上で, · · · , Û⌊ g

2 ⌋p−
p+1

2

を Z/pZ上で

計算することで，各ステップに必要な p-進整数の精度
を下げられる．例えば g = 3の場合には Up を Z/p2Z

で計算し，U2p−1 と Û p−1

2

を Z/pZで計算することで
Hasse-Witt行列が得られる．

4. 実験結果
Bostan-Gaudry-Schost[3]のアルゴリズムを計算代数シ
ステムMagma上に実装し，3 · 2節の改良の効果を確認
する．実験環境としてAMD Opteron 246 2.0GHzを用
いて実験を行なった．実験では 16から 32ビットの有限
素体 Fp 上の種数 3の超楕円曲線に対する Hasse-Witt
行列計算の実行時間を計測した．
実験結果を Fig.1に示す．縦軸をHasse-Witt行列の

計算時間，横軸を pのビット数として，“Original”と
記した線は Z/p3Zのみを用いて計算した実行時間を示
し，“This work”と記した線は 3 · 2節の方法を利用し
た実行時間を示す．
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Fig. 1 実行時間計測結果
実験結果より 3 · 2節の方法を利用したものは Z/p3Z

のみを用いて計算したものと比べて 1.6から 2倍高速化
することが判った．

5. まとめ
本論文では，超楕円曲線の位数計算に利用されるHasse-
Witt行列計算の高速化を行なった．多項式の reversal
を利用して Hasse-Witt 行列計算に必要な有限精度 p-
進整数の精度を下げることで計算を高速化する方法を示
した．16 から 32 ビットの有限素体上の種数 3 の超楕
円曲線に対して提案方法を用いて Hasse-Witt行列計算
実験を行なった結果，本方法を用いない場合と比較して
1.6から 2倍高速化することが確認された．
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