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種数2の超楕円曲線に対するGaudry-Schostの位数計算法の高速化

Speeding up the Gaudry-Schost point counting algorithm for genus 2

hyperelliptic curves
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あらまし 有限体上の種数 2の超楕円曲線を用いた安全な超楕円曲線暗号の構成法として知られるGaudry
と Schostの ℓ進位数計算法では等分多項式の効率的な計算法が利用されている。本論文では Gaudryと
Schostの等分多項式計算の高速化手法を提案する。また、現実的なサイズの位数計算に必要となる等分
多項式計算が提案手法により 2割弱程度高速化されることを実装実験によって示す。さらに、提案手法
を適用したGaudryと Schostの ℓ進位数計算法を用いて 96bitと 128bitの有限素体上の種数 2の超楕円
曲線の位数計算を行った結果を示す。
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1 はじめに

奇標数 pの有限体 Fq 上の種数 2の超楕円曲線

C : Y 2 = F (X)

F (X) = X5 + f3X
3 + · · ·+ f1X + f0 (1)

の Jacobian群 JC(Fq)を用いた超楕円曲線暗号 [15]は

長い間研究されているが、素体をはじめとする大標数の

有限体上の安全な曲線を豊富に得ることは未だに難し

い。大標数の有限体上安全な超楕円曲線の構成法の一つ

に Algorithm 1に示す位数計算法を用いる方法がある。

Algorithm 1 安全な超楕円曲線の構成
1: repeat
2: repeat
3: C をランダムに選択
4: #JC(Fq)を計算（位数計算法を利用）
5: until #JC(Fq): almost-prime
6: until JC(Fq)上の DLPは既知の解法で解けない
7: return C

この構成法に必要となる位数計算法には Schoofアル

ゴリズム [23, 24]の拡張として Pila [21]によって提案さ

れた ℓ進位数計算法と一般の有限アーベル群に適用可能

な square-root法の変形である Sutherlandアルゴリズム

[26, 27, 28, 29]等がある。本論文ではより広範囲な曲線

に対して適用可能な ℓ進位数計算法を扱う。
∗ 神奈川大学理学部情報科学科, 神奈川県平塚市土屋 2946, Dept.

of Information Sciences, Faculty of Science, Kanagawa Univ.,
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超楕円曲線に対する ℓ進位数計算法はこれまでに様々

な改良 [14, 1, 2, 8, 19, 9, 11]が行われてきたが、特に

Gaudryと Harley [8]は位数計算に利用可能な等分多項

式を構成し、超楕円曲線に対する ℓ進位数計算法を初め

て実装した。また、Gaudryと Schost [9, 11]は等分多

項式計算の改良を行いより効率的な位数計算法を提案し

た。これまでに ℓ進位数計算の実装評価も幾つか知られ

ており、Gaudryと Schost [11]の（特殊な曲線ではある

ものの）254bit位数（最大素因数は 250bit）の安全な種

数 2の超楕円曲線の生成がこれまでの最高記録である。

本論文では ℓ進位数計算を用いた安全な種数 2の超楕

円曲線の構成のために Gaudryと Schostが提案した等

分多項式の計算の高速化手法を提案する。また、提案手

法を適用した ℓ進位数計算法を用いて 96bitと 128bitの

有限素体上の種数 2の超楕円曲線の位数計算を行う。

本論文は第 2 節で式 (1) で与えた種数 2 の超楕円曲

線の Jacobian群 JC(Fq)を定義するとともにその位数

#JC(Fq)の持つ性質を述べ、ℓ進位数計算法を概説する。

また、第 3節ではGaudryと Schostの ℓ進位数計算法を

説明する。そして、第 4節で Gaudryと Schostが提案

した等分多項式の計算の高速化手法を提案し、第 5節で

は提案手法の効率について考察する。第 6節では 96bit

と 128bitの有限素体上の種数 2の超楕円曲線の位数計

算を行った結果について述べる。

本論文では Fq 上の d次多項式の乗算に必要な計算量

をM(d)と表す。
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2 準備

2.1 種数 2の超楕円曲線の因子と Jacobian

式 (1)で与えられた C 上の有限個の点 Piの型式和 D
を下式で定義する。

D =
∑
i

miPi −

(∑
i

mi

)
P∞, (2)

Pi = (xi, yi) ∈ C \ {P∞}, mi > 0,
∑
i

mi ≤ 2.

ここで、P∞は無限遠点を表す。また、i ̸= jに対しPi ̸=
P̃j、F (xi) = 0となる Pi に対しmi ≤ 1とする。式 (2)

の形で与えられる Dを C の被約因子という。C の被約

因子 Dは以下の 4タイプに分類される。

D =



0

P1 − P∞ (Type I)

2P1 − 2P∞, y1 ̸= 0 (Type II)

P1 + P2 − 2P∞, x1 ̸= x2 (Type III)

(3)

ここで、P1 = (x1, y1), P2 = (x2, y2) ∈ C である。C の

被約因子をMumford表現と呼ばれる Fq上の多項式の組

D = (U, V ) ∈ Fq[x]
2

で一意に表現可能である。ここで、Type Iの因子はU =

X − x1, V = y1 であり、Type IIの因子に対し、U =

(X − x1)
2, V (x1) = y1, U | V 2 − F , deg V ≤ 1、Type

IIIの因子に対し、U = (X − x1)(X − x2), V (xi) = yi

(i=1,2), U | V 2 − F , deg V ≤ 1である。被約因子の集

合を JC と書き、C の Jacobianと呼ぶ。

式 (2)で与えた JC の元Dに対し Frobenius写像 ϕを

以下で定義する。

ϕ : D ∈ JC 7→ Dq ∈ JC (4)

ここで、Dq =
∑

i miP
q
i − (

∑
i mi)P∞ ∈ JC , P q

i =

(xq
i , y

q
i ) ∈ C \ {P∞} とする。Frobenius写像 ϕで固定さ

れる JC の元の集合

JC(Fq) = {D ∈ JC | D = ϕ(D)}

を Jacobian群と呼ぶ。D ∈ JC(Fq)とそのMumford表

現D = (U, V )に現れる多項式 U , V が Fq 係数であるこ

とは同値である。JC(Fq)は有限可換群となり、この上

の離散対数問題に基づく暗号系を構成可能である。

　式 (4)で与えた ϕの特性多項式は 4次の整数係数多

項式

χ = X4 − s1X
3 + s2X

2 − s1pX + p2 ∈ Z[X]

となる [16, Theorem 5.1]。すなわち、任意のD ∈ JC に
対して

ϕ4(D)− [s1]ϕ
3(D) + [s2]ϕ

2(D)− [s1q]ϕ(D) + [q2]D = 0 (5)

を満足する (s1, s2) ∈ Z2がCに対して一意に存在する。

この (s1, s2)は

−⌊4√q⌋ ≤ s1 ≤ ⌊4√q⌋ , (6)

⌈2√q|s1| − 2q⌉ ≤ s2 ≤
⌊
1

4
s21 + 2q

⌋
(7)

を満足する [22, 5, 20]。

Frobenius写像の特性多項式 χから#JC(Fq) = χ(1)

によって位数#JC(Fq)を求めることができる [16, The-

orem 5.1]。すなわち、式 (5)を満足する (s1, s2) ∈ Z2を

求めることで位数が得られる。

2.2 ℓ進位数計算法のアウトライン

ℓ進位数計算法は与えられた C に対して、Frobenius

写像の特性多項式 χを求める方法である。しかし、χの

係数候補数 #{(s1, s2)} = O(q3/2)なので、暗号に利用

される q に対して、式 (5)を満足する (s1, s2)を直接探

索するのは難しい。そこで JC のねじれ群 JC [ℓ]と中国

式剰余定理 [12, Theorem 5.7]を利用して (s1, s2)を効率

的に求めている。以下では ℓ進位数計算法のアウトライ

ンを示す。

n ∈ Nに対して、JC の nねじれ群を

JC [n] = {D ∈ JC | [n]D = 0} ⊂ JC

と定義する。素数 ℓに対する ℓねじれ群を考え、任意の

D ∈ JC [ℓ]に対して式 (5)を満足する (s1, s2) ∈ F2
ℓ を求

めれば、χℓ ≡ χ mod ℓが得られたこととなる。ここで、

#{(s1, s2) ∈ F2
ℓ} = ℓ2 なので、ℓが十分に小さければ、

全数探索や baby-step giant-step 法によって (s1, s2) ∈
F2
ℓ を求められる。これを、式 (6), (7)で与えた (s1, s2)

の取りうる範囲に対して十分な個数の異なる ℓに対して

行えば、得られた χℓ から中国式剰余定理によって χを

得ることが可能である。Algorithm 2に ℓ進位数計算法

の概要を示す。

Algorithm 2 ℓ進位数計算法
Input: Fq 上の種数 2の超楕円曲線 C
Output: JC の Frobenius写像 ϕの特性多項式 χ ∈ Z[X]
1: 下式を満足する素数 ℓmax とm ∈ Zを計算：

m = 2 · 3 · 5 · 7 · 11 · · · ℓmax > 4q

2: for 素数 ℓ ∈ {2, 3, 5, . . . , ℓmax} do
3: χℓ ≡ χ mod ℓを計算
4: 中国式剰余定理により、{χℓ}から χ mod mを計算
5: χ mod mから χ ∈ Z[X]を計算

現在の一般のコンピュータの計算能力では、Algorithm

2のみで χを得るのは難しい。例えば、q が 80ビット

の場合 ℓmax = 67であるが、これまでに知られている結

果では 256bitの q に対する ℓmax = 31が最大値である
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[11]。そこで、実際には、計算可能な場合にはχ mod ℓkや

χ mod pも計算し、より大きな法mに対する s1 mod m,

s2 mod mを得たうえで、最終的に square-root法や、よ

り効率的な多次元 square-root法 [19, 13, 10]を用いて χ

∈ Z[X]を得ている。

3 Gaudry-Schostアルゴリズム

3.1 ℓ等分点の計算

ℓ進位数計算法では、任意の D ∈ JC [ℓ] ⊂ JC に対し

て式 (5)を満足する (s1, s2) ∈ F2
ℓ を求める必要がある。

そのため JC の中から [ℓ]D = 0を満足する Dを発見す
る方法が必要となる。楕円曲線に対しては、D ∈ JC [ℓ]

の発見に利用可能な ℓ等分多項式 [17, Chapter II]が知

られている。Schoof はこの ℓ 等分多項式を利用して楕

円曲線の位数計算法を構成した。一方、超楕円曲線に対

する完全な ℓ等分多項式は知られていなかったものの、

式 (3)の Type Iに対する ℓ等分多項式は Cantor [4]に

よって得られていた。しかし、JC [ℓ]の被約因子の殆ど

は Type IIIであり Type Iの被約因子は殆ど無いことか

ら Cantorの ℓ等分多項式をそのまま用いた位数計算は

現実的ではない。

Gaudryと Harley [8]は Cantorの結果を利用して式

(3) の Type III の被約因子対する ℓ 等分多項式を得る

ことに成功し、これを用いて超楕円曲線の ℓ進位数計算

に初めて成功した。さらに、Gaudry と Schost [9, 11]

は Gaudry と Harley の結果を改良し、ℓ 進位数計算法

による安全な超楕円曲線の構成に成功した。本節では、

Cantorの n倍公式, Gaudry-Harley, Gaudry-Schostの

ℓ等分多項式とその導出法の概略を紹介する。

3.2 Cantorの n倍公式とGaudry-Harleyの等分多

項式
Cantor は n ∈ N と Type I の被約因子 P = (X −

xP , yP ) ∈ JC(Fq)に対して、P の n倍公式

[n]P =

X
2

+
d
(n)
1 (xP )

d
(n)
2 (xP )

X +
d
(n)
0 (xP )

d
(n)
2 (xP )

, yP

 e
(n)
1 (xP )

e
(n)
2 (xP )

X +
e
(n)
0 (xP )

e
(n)
2 (xP )


 (8)

を満足する多項式 d
(n)
0 , d

(n)
1 , d

(n)
2 , e

(n)
0 , e

(n)
1 , e

(n)
2 ∈

Fq[X] を求めた。ここで、奇素数 ℓに対して、deg d
(ℓ)
0 =

2ℓ2−1, deg d
(ℓ)
1 = 2ℓ2−2, deg d

(ℓ)
2 = 2ℓ2−3, deg e

(ℓ)
0 =

3ℓ2 − 2, deg e
(ℓ)
1 = 3ℓ2 − 3, deg e

(ℓ)
3 = 3ℓ2 − 2である。

また、d
(ℓ)
2 (xP ) ̸= 0である。以下では d = deg d

(ℓ)
0 とす

る。d = O(ℓ2)である。

GaudryとHarleyは、式 (8)を用いて以下のように一

般の ℓ等分点を求めた。

P1 = (x1, y1), P2 = (x2, y2) ∈ C(Fq)に対して D =

P1 + P2 − 2P∞ ∈ JC [ℓ]としたとき、Dが ℓ等分点であ

るとすると、[ℓ]D = 0より

[ℓ](P1 − P∞) = −[ℓ](P2 − P∞)

を得る。いま、

E1(X1, X2) =
d
(ℓ)
1 (X1)d

(ℓ)
2 (X2)− d

(ℓ)
1 (X2)d

(ℓ)
2 (X1)

X1 −X2
,

E2(X1, X2) =
d
(ℓ)
0 (X1)d

(ℓ)
2 (X2)− d

(ℓ)
0 (X2)d

(ℓ)
2 (X1)

X1 −X2
,

E3(X1, X2) =
e
(ℓ)
0 (X1)e

(ℓ)
1 (X2) + e

(ℓ)
0 (X2)e

(ℓ)
1 (X1)

X1 −X2
(9)

と定め、

E1(X1, X2) = E2(X1, X2) = E3(X1, X2) = 0 (10)

の解を (X1, X2) = (x1, x2)とする。そして、x1, x2 に

対して、y21 = F (x1), y
2
2 = F (x2)を満足する y1, y2 を

定め、P1 = (x1, y1), P2 = (x2, y2), P̃2 = (x2,−y2) ∈ C

とすれば、D = P1 + P2 − 2P∞ か D = P1 + P̃2 − 2P∞

のどちらか一方は ℓ等分点になる。

Gaudryと Harley [8]は X1 の多項式である ℓ等分多

項式 RGH を、X2 に関する終結式 ResX2
によって、以

下のように得た。

R1 = ResX2(E1, E2), R2 = ResX2(E1, E3) ∈ Fq[X1]

RGH = gcd(R1, R2) ∈ Fq[X1] (11)

RGH の根は C の Type IIIの ℓ等分点の X 座標を含む

ので、RGH から D ∈ JC [ℓ]を得ることができる。本来

は Type IIIの D を構成する 2点 P1, P2 のうちの 1点

の X 座標のみを根に持てば十分であり、その場合には

degRGH = (ℓ4 − 1)/2となるが、実際には P1, P2のX

座標を根とし、d(ℓ)2 の根の一部も根とするため、degRGH

は理想値の 2倍以上になる。

3.3 Gaudry-Schostの等分多項式

Gaudryと Schost [9, 11]は式 (11)で与えた Gaudry-

Harleyの等分多項式RGH の改良を行った。改良の一つ

は、RGH の根集合から「パラサイト」と呼ばれる d
(ℓ)
2 の

根を除去しRGHの次数を下げることにある。さらに、Et

がX1, X2の対称式であることに着目し、基本対称式変形

により、Type IIIを構成するCの 2点P1, P2のうちの 1

点のX座標のみを根に持ち次数が degRGS = (ℓ4−1)/2

である等分多項式 RGS を得た。以下ではこの改良の概

略を紹介する。

D = P1 + P2 − P∞ = (U, V ) ∈ JC [ℓ] に対し U =

X2+U1X+U0とすると、U0 = x1x2, U1 = −x1−x2で

あり、P1, P2のX 座標の対称式となる。そこで、U0 =

X1X2, U1 = −X1 − X2 と置き、t = 1, 2, 3 に対して

Et ∈ Fq[U0, U1] を

Et(X1, X2) = Et(X1X2,−X1 −X2)

で定義した後に、Etに対して変数消去を行えばX1, X2

と違い、U0, U1 には対称性がないため得られる多項式
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にはRGH に発生した不要な重複が発生しない。この Et

を得るために、

Adi(X1, X2) = (d
(ℓ)
i (X1)− d

(ℓ)
i (X2))/(X1 −X2)

Bdi(X1, X2) = (X1d
(ℓ)
i (X2)−X2d

(ℓ)
i (X1))/(X1 −X2)

と置き、Adi
,Bdi

∈ Fq[U0, U1] を

Adi(X1X2,−X1 −X2) = Adi(X1, X2),

Bdi(X1X2,−X1 −X2) = Bdi(X1, X2)

と定義すると、

E1(U0, U1) = Ad1(U0, U1)Bd2(U0, U1)−

Ad2(U0, U1)Bd1(U0, U1),

E2(U0, U1) = Ad0
(U0, U1)Bd2

(U0, U1)−

Ad2(U0, U1)Bd0(U0, U1),

E3(U0, U1) = Ae0(U0, U1)Be1(U0, U1) +

Ae1(U0, U1)Be0(U0, U1) (12)

が得られる。これらの式の終結式計算をパラサイトの除去

とともに行うと、E1(u0, u1) = E2(u0, u1) = E3(u0, u1) =

0を満足するu1を根に持つ等分多項式RGS(U1) ∈ Fq[U1]

が得られる。このRGSの根 u1はD ∈ JC [ℓ]のMumford

表現の第 1成分 U の 1次項の係数となる。

また、部分終結式を用いることで、U0を U1の多項式

U0(U1) mod RGS として表現可能である。RGS の計算

においては、

R(U1) = resU0(E1(U0, U1),E2(U0, U1)) (13)

を計算した後に、

RGS = gcd(R(U1),E3(U0(U1), U1) mod R)

として計算の効率化を図っている 1。

3.4 Gaudry-Schostの等分多項式の計算

前節で述べた R(U1) ∈ Fq[U1] を得るには一般には

計算が困難である対称式による変数変換が必要である。

Gaudryと Schostは終結式の一般的な高速計算法に対称

式変換を組み合わせることで効率的にこの計算を行って

いる。以下では R(U1) ∈ Fq[U1] の高速計算法の概略を

述べる。

まず、uj ∈ Fq を選択し、この uj に対して

rj = resU0(E1(U0, uj),E2(U0, uj)) ∈ Fq (14)

1 さらに、D = (U, V ) ∈ JC [ℓ] の第 1 項の各係数を U = U1X +
U0(U1) mod RGS のように U1 の多項式で表現可能である。同様
に V の係数も U1 の多項式による表現が可能であり、楕円曲線に対
する位数計算法と同様に以降の計算を多項式演算によって行うこと
が可能である。

を計算する。そのためには E1(U0, uj), E2(U0, uj)を計

算する必要があるが、これについては追って説明する。

E1(U0, uj), E2(U0, uj)から rjを計算するために計算量が

O(M(d) log d)の再帰的GCDアルゴリズム [6, Chapter

11] を利用することが可能である。これを O(d2) 個の

異なる uj に対して計算し、得られた O(d2) 個の rj か

ら多項式補間を用いて R(uj) = rj を満足する Rを計

算可能である。rj に必要な GCD の計算量は O(d2) 回

全体で O(d2M(d) log d)であり、多項式補間の計算量は

O(M(d2) log d)である。

以下では、残された課題である、与えられた uj ∈ Fq

に対する E1(U0, uj), E2(U0, uj)の計算を説明する。実

際には式 (12)より与えられた d
(ℓ)
i に対するAdi(U0, uj),

Bdi(U0, uj)の計算法を与えれば十分である。まずはじめ

に、i = 0, 1, 2に対して d
(ℓ)
i からKi = d

(ℓ)
i (X −uj/2) ∈

Fq[X] を求める。この計算はAho-Steiglitz-Ullmanアル

ゴリズム [3]により O(M(d))で計算可能である。次に

Ki = Ki,even(X
2) +XKi,odd(X

2)

を満足するKi,even, Ki,odd ∈ Fq[X]を求める。すると、

d
(ℓ)
i ≡ Ki,even(u

2
j/4− U0) +

(X + uj/2)Ki,odd(u
2
j/4− U0)

≡ Bdi(U0, uj)X + Adi(U0, uj)

mod X2 + ujX + U0

が成立する。したがって、Adi(U0, uj), Bdi(U0, uj) が

Adi(U0, uj) = Ki,even(u
2
j1/4− U0) +

ujKi,odd(u
2
j/4− U0)/2 ∈ Fq[U0]

Bdi(U0, uj) = Ki,odd(u
2
j/4− U0) ∈ Fq[U0]

を計算することで得られる。これはKiの計算と同様に

計算量 O(M(d))の Aho-Steiglitz-Ullmanアルゴリズム

を 2回適用することで計算可能である。

4 Gaudry-Schostの等分多項式計算の改良

本節ではGaudry-Schostの等分多項式 RGS の計算法

の改良を与える。具体的には 3.4節で説明したR(U1)の

計算のコスト削減を図る。

Gaudry-Schostは X1, X2 の基本対称式 U0 = X1X2,

U1 = −(X1 +X2) を用いて、等分多項式の次数削減を

実現した。提案手法では、Gaudry-Schostとは別の対称

式を用いて計算効率を向上させる。

まず、

U3 = X1 −X2 (15)
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と置き、その 2乗を U2 とすると、

U2 = U2
3 = X2

1 − 2X1X2 +X2
2

より、U2 は X1, X2 の対称式である。そこで、U0 の代

わりに U2 を U1 とともに用いて、Gaudry-Schostの方

法で得られる等分多項式と同一の等分多項式 RGS を計

算することを考える。この手法では、X1, X2を U1, U3

に変換した後に U1, U2 に変換することで線形変換を利

用可能となり効率の向上が期待できる。

提案手法では、まず式 (9)の各 Et に対して、

Et(X1, X2) = Gt(X1 −X2,−X1 −X2)

を満足するGt ∈ Fq[U3, U1] (t = 1, 2)を考える。すると、

Gt(U3, U1) = Et((U3 − U1)/2,−(U3 + U1)/2)

が成立する。したがって、

G1(U3, U1) = E1((U3 − U1)/2,−(U3 + U1)/2)

= (d
(ℓ)
1 ((U3 − U1)/2)d

(ℓ)
2 ((−U3 − U1)/2)−

d
(ℓ)
1 ((−U3 − U1)/2)d

(ℓ)
2 ((U3 − U1)/2))/U3

(16)

G2(U3, U1) = E2((U3 − U1)/2,−(U3 + U1)/2)

= (d
(ℓ)
0 ((U3 − U1)/2)d

(ℓ)
2 ((−U3 − U1)/2)−

d
(ℓ)
0 ((−U3 − U1)/2)d

(ℓ)
2 ((U3 − U1)/2))/U3

(17)

である。以上で得られた Gt は U3 の奇数次の項を持た

ないので、Gt に対して

Gt(U3, U1) = Ht(U
2
3 , U1) (18)

を満足するHt ∈ Fq[U2, U1] を係数の移動によって計算

可能である。このHt から式 (13)と同一の多項式

R = resU2(H1,H2)

が得られる。

実際の計算はGaudry-Schostの計算と同様に、多数の

uj ∈ Fq に対して

rj = resU2(H1(U2, uj), H2(U2, uj)) ∈ Fq

を計算し、得られた結果から多項式補間によってRを得

る。したがって、与えられたuj ∈ Fqに対してHt(U2, uj)

を計算する必要がある。そのために、まず式 (16), (17)

より Gt(U3, uj), (t = 1, 2) を計算する。Gt(U3, uj) の

計算においては、まず d
(ℓ)
i から d

(ℓ)
i (U3/2)を求める。こ

の計算は各 i について O(d) で計算可能である。次に、

d
(ℓ)
i (U3/2)から d

(ℓ)
i (U3/2−uj/2)を求める。この計算は

Aho-Steiglitz-Ullmanアルゴリズムによって、各 iにつ

いて O(M(d))で計算可能である。さらに、d
(ℓ)
2 (U3/2−

uj/2) から d
(ℓ)
2 (−U3/2 − uj/2) を求める。この計算は

O(d)で計算可能である。そして、

g1(U3) = d
(ℓ)
1 (U3/2− uj/2)d

(ℓ)
2 (−U3/2− uj/2)

g2(U3) = d
(ℓ)
0 (U3/2− uj/2)d

(ℓ)
2 (−U3/2− uj/2)

を計算する。この計算は O(M(d))の乗算 2回で計算可

能である。これらの gt から各 Gt が

Gt(U3, uj) = (gt(U3)− gt(−U3))/U3 (19)

と計算される。これはO(d)の多項式係数演算、O(d)の

多項式減算及び O(d)の多項式係数シフトにより実現さ

れる。最後に式 (18)より Ht を計算する。これは O(d)

の計算量である。

5 効率の比較

本節では、4節で与えた提案手法を適用した場合の等

分多項式計算の計算効率を 3.3, 3.4節で説明したGaudry

と Schostのオリジナルと比較する。

5.1 漸近計算量比較

表 1にGaudry-Schostの方法による式 (14)の rj の計

算の主要部の計算コスト、表 2に提案手法による計算コ

ストを示す。表 1, 2において「回数」「次数」「計算量」は

それぞれ当該計算の必要回数、計算対象の多項式の次数、

計算アルゴリズムの漸近計算量を示す。2つの手法にお

いて最終的な再帰的GCD計算は同一であるのでその他

の部分の計算コストを比較する。また、計算量O(M(d))

を必要とする計算は O(d)の計算と比較してコストが大

きいので、計算量 O(M(d))を必要とする計算のみを比

較する。双方において漸近計算量O(M(d))の計算は多項

式乗算及び Aho-Steiglitz-Ullmanアルゴリズムである。

Aho-Steiglitz-Ullmanアルゴリズムは O(M(d))の多項

式乗算 1回と数回の O(d)の計算によって構成されてい

る。したがって、計算量O(M(d))のアルゴリズムの計算

コストを同一と見積もっても実際の計算コストと大きく

異なることはないと思われる。また、dが十分に大きいと

仮定し FFT乗算の計算量を適用し、M(d) = O(d log d)

とする。このとき、次数が 1/2 の多項式に対して計算

コストも 1/2 程度であると期待できる。d 次多項式に

O(M(d))の計算を 1回適用したときのコストを TM と

書くと、Gaudry-Schostの方法は再帰的GCD計算以外

に 8TM 程度、提案手法は 5TM 程度を必要とする。した

がって、等分多項式RGS の計算において、再帰的GCD

計算以外の部分は提案手法により 40%程度の効率向上が

期待される。
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表 1: Gaudry-Schostの等分多項式計算における rj の計

算コスト

回数 次数 計算量
Ki 3 約 d O(M(d))

Ki,even(u
2
j − Uo), 6 約 d/2 O(M(d))

Ki,odd(u
2
j − Uo)

Adi(U0, uj), Bdi(U0, uj) 6 約 d/2 O(d)
E1(U0, uj), E1(U0, uj) 4 約 d/2 O(M(d))

rj 1 約 d O(M(d) log d)

表 2: 提案手法を用いた場合の rj の計算コスト
次数 計算量 回数

d
(ℓ)
i (U3/2) 3 約 d O(d)

d
(ℓ)
i (U3/2− uj/2) 3 約 d O(M(d))

d
(ℓ)
2 (−U3/2− uj/2) 1 約 d O(d)

gt(U3) 2 約 d O(M(d))
Gt(U3, uj) 3 約 d O(d)
Ht(U2, uj) 3 約 d/2 O(d)

rj 1 約 d O(M(d) log d)

5.2 実装比較

ここでは、Gaudry-Schostの方法と提案手法の実装比

較を行う。これらの手法の効率の違いは定義体や曲線を

変えても大きく変わらないと考えられるのでここでは固

定した曲線に対する比較を行う。96bit素数

p = 79228162514264337593543950319

位数の有限素体 Fp 上の種数 2の超楕円曲線

C : Y 2 = X5 +X3 +

25846834439077714983636874797X2 +

65207965374085192377003255630X +

50545209844219400120745695149 (20)

に対しGaudry-Shostの方法と提案手法を適用し効率を

比較した、Gaudry-Schost の方法にはGaudryが作成し

た NTLJac2 [7]を利用し、提案手法も NTLJac2を修正

して作成した。

表 3にGaudry-Schostの方法よる等分多項式 RGS の

計算時間（「Gaudry-Schost」と表記）と提案手法を適

用した場合のRGS の計算時間（「提案手法」と表記）を

示す。表 3に示した時間は与えられた d(ℓ)i , e(ℓ)i に対し

て RGS を求めるのに必要とした時間である。計算には

Intel Xeon E5-2637 v2 3.5GHzを利用した。表 3から、

今回測定した範囲では提案手法を適用することで 2割弱

の速度向上が期待できることが分かる。ℓが大きくなる

につれて提案手法の速度向上率が低くなるが、計算量の

主項であり「Gaudry-Schost」、「提案手法」で同一の計

算を行う、再帰的 GCDによる rj の計算の比率が ℓが

大きくなるにつれて高くなることが理由であると考えら

れる。

表 3: Gaudry-Schostの方法と提案手法による等分多項

式 RGS の計算時間（秒）
ℓ Gaudry-Schost 提案手法

3 0 0

5 2 1

7 19 13

11 362 243

13 1156 755

17 6117 4661

19 12277 9587

23 45229 35013

29 182952 152465

31 263220 217181

37 848864 690851

41 1648268 1383522

43 2140679 1797842

6 位数の計算

現実的なサイズである 96bit と 128bit の有限素体上

の種数 2の超楕円曲線の Jacobian群の位数計算を行っ

た。Cantor の等分多項式の計算と、RGS を用いた χℓ

の係数 s1, s2 mod ℓ の計算には NTLJac2を利用した。

また、RGS の計算には 5.2 節と同様に NTLJac2 を修

正して作成した提案手法を利用した。最終的な位数を

得るために利用する baby-step giant-step法には標準的

な方法または文献 [19] に示された方法を利用した。ま

た、ℓ = 2k に対する計算には、Gaudry-Schost [9]の方

法の改良 [30]のMagma 2.19 [18]上の実装を利用した。

ℓ = 2k 以外の部分の実装には NTL 6.2.1 [25]を利用し

た。Baby-step giant-step法の計算には Intel Xeon E5-

2643 3.3GHzを利用し、それ以外の計算には Intel Xeon

E5-2637 v2 3.5GHzを利用した。

6.1 96bit有限素体上の曲線

式 (20)で与えた曲線の Jacobian群の位数 #JC(Fp)

を計算した。

ℓ = 212, 3, . . . , 53に対する s1, s2 mod ℓの値を表 4に

示す。表 4より、中国式剰余定理を用いて

m = 212 · 3 · 5 · · · 47 · 53

= 66742596561285211607040

s1 ≡ 66742596495976970392997 mod m

s2 ≡ 53341510483169790042839 mod m
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表 4: 各 ℓに対する s1, s2 mod ℓ
ℓ 212 3 5 7 11 13 17 19 23

s1 1445 2 2 5 8 4 2 6 8
s2 727 2 4 6 7 2 12 5 1

ℓ 29 31 37 41 43 47 53

s1 11 15 17 7 29 33 16
s2 11 9 8 22 1 28 13

が得られる。ここで、mは式 (6)で与えられた si の取

りうる範囲（≈ 8
√
p）を越えているので、s1 が決まり、

s1 = 66742596495976970392997−m

= −65308241214043

である。そこで、最終的な位数計算に通常の baby-step
gaiant-step法を利用して、193bit位数

#JC(Fp) = 6277101735386685938087737847594436765

857975033604063641161

= 101 · 2239 · 3257 · 74573 · 11742677 ·
13629741044729363 ·
714051617237248748609

が得られた 2。表 5に計算に要した時間を示す。表 5にお

いて「Cantor」は d
(ℓ)
i , e

(ℓ)
i の計算時間、「RGS」は d

(ℓ)
i ,

e
(ℓ)
i からRGS の計算時間、「χℓ」はRGS 等から χℓを得

るのに必要とした時間を示す。また、「BSGS」は baby-

step giant-step法による最終的な#JC(Fp)の計算時間

を示す。

表 5: 式 (20)で与えた C に対する位数計算時間（秒）
ℓ 合計 Cantor RGS χℓ

212 364157
3 0 0 0 0
5 4 0 1 2.29
7 24 0 13 10.9
11 307 0 243 64.8
13 920 0 755 165
17 5144 0 4661 483
19 10585 0 9587 997
23 38653 0 35013 3640
29 163360 1 152465 10894
31 228383 1 217181 11201
37 724951 1 690851 34099
41 1439832 1 1383522 56308
43 1878604 2 1797842 80760
47 3605022 2 3441563 163457
53 7510045 3 7276150 233892

BSGS 0

合計 15969991

表 5から χℓ を ℓ = 53まで計算すると#JC(Fp)の計

算に 185日程度を必要とすることとなる。しかし、χℓの

計算を ℓ = 29までに留めれば、必要な計算時間は 7日
2 #JC(Fp) の最大素因子は 142bit であり、この JC(Fp) では安全
な暗号系を実現できないことに注意されたい。

弱である。この場合にはり、得られた結果から最終的な

位数を得るために文献 [19]に示された baby-step giant-

step法を用いる。この計算を行ったところ 2時間程度で

計算を終了した。全体でも 7日程度で位数計算が可能で

ある。

6.2 128bit有限素体上の曲線

128bit素数

p = 196596493255301158097403350447824412221

位数の有限体 Fp 上の種数 2の超楕円曲線

C : Y 2 = X5 +X3 +

182627089351503598583196047137017513007X2 +

58954541787513604095962299916270760246X +

8386081892106495714512136045037342423 (21)

の Jacobian群の位数#JC(Fp)を計算した。

ℓ = 213, 3, . . . , 47に対する s1, s2 mod ℓの値を表 6に

示す。表 6より、中国式剰余定理を用いて

表 6: 各 ℓに対する s1, s2 mod ℓ
ℓ 213 3 5 7 11 13 17 19 23

s1 6201 1 4 3 9 11 14 8 16
s2 777 0 2 1 4 6 12 6 22

ℓ 29 31 37 41 43 47

s1 21 27 28 16 18 6
s2 7 15 29 19 8 21

m = 213 · 3 · 5 · · · 43 · 47

= 2518588549482460815360

s1 ≡ 2936814305512486969 mod m

s2 ≡ 1075336056833495286537 mod m

が得られる。ここで、mは式 (6)で与えられた si の取

りうる範囲を越えているので、s1 が決まり、

s1 = 2936814305512486969

である。そこで、最終的な位数計算に通常の baby-step
gaiant-step法を利用して、255bit位数

#JC(Fp) = 38650181160281673746177416141054100580

210713533173219258216000295321425113541

= 3 · 37 · 97 · 5179 · 59707 · 2381571483596663
·4874409795144332871818602338631987541
860341816757

が得られた 3。表 7に計算に要した時間を示す。表 7の

表記は表 5に倣う。

3 #JC(Fp)の最大素因子は 162bitであり、この JC(Fp)では 256bit
セキュリティを実現できないことに注意されたい。
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表 7: 式 (21)で与えた C に対する位数計算時間（秒）
ℓ 合計 Cantor RGS χℓ

213 622661
3 0 0 0 0
5 4 0 2 2
7 27 0 14 13
11 342 0 274 68
13 1005 0 839 166
17 6146 0 5310 836
19 12119 0 10880 1238
23 44356 0 40661 3695
29 182845 1 172119 10725
31 261093 1 247380 13712
37 826594 1 795523 31069
41 1715228 2 1626906 88321
43 2210963 2 2097199 113762
47 4101734 2 3987595 114137

BSGS 6942

合計 9992060

表 7からχℓを ℓ = 47まで計算すると#JC(Fp)の計算

に 116日程度を必要とすることとなる。しかし、96bit有

限体上の場合と同様に χℓの計算を少なくし、baby-step

giant-step法による最終位数計算の負担を増やすことで、

全体の計算量を削減可能である。例えば、χℓ の計算を

ℓ = 43までに留めれば、必要な計算時間は 68日強であ

る。この場合、文献 [19]に示された baby-step giant-step

法を用いて最終的な位数を得るため 20時間弱を必要と

した。したがって、全体で 69日程度で位数計算が可能

である。χℓ の計算をより一層少なくすることも考えら

れるが、ℓ = 41までに留めた場合であっても、最終位数

を求めるためのた baby-step giant-step法に 512GB以

上の RAMを必要とするため、現実的には難しい。
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