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あらまし 有限体上の多項式の因数分解は暗号技術に対して様々な応用が知られている。特に超楕円曲
線暗号に対しては、その構成法や攻撃の中で必須なアルゴリズムの一つである。効率的な因数分解アルゴ
リズムとして知られる Cantor-Zassenhausアルゴリズムは多項式の既約因子の最高次数が小さいほど高
速に動作する。応用においても多項式が可約であり既約因子の最高次数が既知である場合もある。例え
ば、種数 2の超楕円曲線の等分多項式の既約因子の最高次数は等分多項式の次数の 3/4乗程度になるこ
とが知られている。したがって、Cantor-Zassenhausアルゴリズムような既約因子の最高次数が小さいと
き高効率なアルゴリズムを利用することで、等分多項式の因数分解が高速化され安全な超楕円曲線暗号の
構成が効率化される。Cantor-Zassenhausアルゴリズムには、より効率的な改良がいくつか知られている
が、これらは既約因子の最高次数がその効率に影響を与えない。そこで本論文では、Cantor-Zassenhaus
アルゴリズムの改良アルゴリズムを既約因子の最高次数が与えられた場合に拡張し、既約因子の最高次
数が小さいときに一層効率化するアルゴリズムを構成した。また、その計算量を評価し、拡張アルゴリ
ズムが効果を持つ場合が多いことを示した。さらに、拡張アルゴリズムが現実的な問題に対して効率的
に動作することを実装実験により示した。

キーワード 多項式の因数分解, Cantor-Zassenhausアルゴリズム, Kaltofen-Shoupアルゴリズム, 超楕
円曲線暗号, 等分多項式, 位数計算

1 はじめに

有限体上の（1変数）多項式の因数分解は暗号技術に
対して様々な応用が知られている。特に、超楕円曲線暗
号に対しては、その構成手法や攻撃の中で必須なアルゴ
リズムの一つである。
有限体上の多項式の因数分解の確率的多項式時間アル

ゴリズムは Barlekamp [Ber67, Ber70] によって提案さ
れ、後に Barlekampとは別のアルゴリズムが Cantorと
Zassenhaus [Zas69, CZ81]によって提案された（Cantor-

Zassenhausアルゴリズム）。その後も両アルゴリズムの
改良が行われ、現在のところ Cantor-Zassenhausアルゴ
リズムの改良として、von zur Gathenと Shoupのアルゴ
リズム（Gathen-Shoupアルゴリズム）[GS92]、Kaltofen

と Shoupのアルゴリズム（Kaltofen-Shoupアルゴリズ
ム）[KS97, Sho95]、Kedlayaと Umansのアルゴリズム
（Kedlaya-Umansアルゴリズム）[KU11] 等がよく知ら
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れている。
Cantor-Zassenhausアルゴリズムは、Barlekampのア

ルゴリズムと違い、多項式の既約因子の最高次数が小さ
いほど高速に動作するが、Kaltofen-Shoupアルゴリズム
等の改良アルゴリズムではこの性質が失われている。一
方、実際の応用においては、既約因子の最高次数が既知
であり且つ被分解多項式の次数より大幅に小さい場合も
ある。例えば、種数 2の超楕円曲線の等分多項式の既約
因子の最高次数は等分多項式の次数の 3/4乗程度になる
ことが知られている [IM10]。この性質を利用し等分多項
式の因数分解を高速化できれば種数 2の超楕円曲線の位
数計算が高速化され、安全な超楕円曲線暗号を効率的に
構成可能である。このような応用例において、改良アル
ゴリズムはCantor-Zassenhausアルゴリズムが本来有し
ていた好ましい性質を利用できないこととなる。
そこで、本論文ではCantor-Zassenhausアルゴリズム

の改良アルゴリズムを既約因子の最高次数が与えられた
場合に拡張し、既約因子の最高次数が小さいときに一層
効率化するアルゴリズムを構成する。また、その計算量
を評価するとともに実装実験を行い、拡張アルゴリズム
の有効性を検証する。
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Algorithm 1 Cantor-Zassenhausの DDF

Input: f ∈ Fq[X], monic, squarefree
Output: {gk | 1 ≤ k ≤ t} s.t.

f =
∏

1≤k≤t gk, gk =
∏

1≤j≤rk
gk,j ,

gk,j ∈ Fq[X]: irreducible/Fq, deg gk,j = k, t ≤ deg f
1: h← X mod f , k ← 0
2: while f ̸= 1 do
3: h← hq mod f , k ← k + 1
4: g ← gcd(f, h−X)
5: if g ̸= 1 then
6: L ← L ∪ {(g, k)}
7: f ← f/g, h← h mod f
8: return L

本論文では、まず第 2節で多項式の因数分解を定義し、
Cantor-Zassenhausアルゴリズムとその改良アルゴリズ
ムを紹介する。次に第 3節で既約因子の最高次数が与え
られた因子次数制限付き因数分解を定義し、この問題に
Cantor-Zassenhaus アルゴリズムとその改良アルゴリズ
ムを適用した場合の計算量について議論する。そして、
第 4節でCantor-Zassenhausアルゴリズムの改良アルゴ
リズムを因子次数制限付き因数分解に拡張し、その計算
量を評価する。さらに、第 5節で拡張アルゴリズムの実
装実験による評価を行い、第 6節でまとめる。
本論文ではM(n)で n次多項式の乗算の Fq 上の計算

量、nω で n × n 行列の行列乗算の Fq 上の計算量を表
す。詳細評価では、多項式乗算に FFT 乗算を仮定し、
M(n) = n1+o(1) とする。また、行列乗算は、Copper-

smith とWinograd[CW90] が示した ω = 2.376、Cop-

persmithとWinogradより現実的な Strassen [Str69]の
行列乗算アルゴリズムを利用した場合の ω = 2.808、標
準的な行列乗算を利用した場合の ω = 3に対して個別に
評価する。

2 多項式の因数分解とCantor-Zassenhaus

アルゴリズム

本節では、多項式の因数分解と因数分解アルゴリズム
について、以降で必要となる知識をまとめる。

2.1 多項式の因数分解

qを奇素数の冪とする。位数 qの有限体 Fq 上のモニッ
ク多項式 f ∈ Fq[X]の因数分解は、

f =
∏

1≤i≤r

fei
i

を満足する組 (fi, ei) ∈ Fq[X]× N の集合 {(fi, ei) | 0 ≤
i ≤ r} を求める計算である。ここで、fi は Fq 上既約な
モニック多項式である。
以下では多項式の因数分解の確率的多項式時間アルゴ

リズムであるCantor-Zassenhausアルゴリズムと既存の
改良アルゴリズムについてまとめる。

2.2 Cantor-Zassenhausアルゴリズム

Cantor-Zassenhausアルゴリズムは

• Squarefree decomposition (SFD)

• Distinct-degree factorization (DDF)

• Equal-degree factorization (EDF)

の 3アルゴリズムから構成される。以下で各々の概略と
既知の改良を紹介する。

2.2.1 Squarefree decomposition

Cantor-Zassenhausアルゴリズムでは最初に被分解多
項式に対して squarefree decomposition (SFD)を適用す
る。SFDは多項式を squarefree多項式の積に分解する処
理である。ここで、squarefree多項式とは１次以上の任
意の多項式の平方で割り切れない多項式のことである。
即ち、SFDはモニック多項式 f ∈ Fq[X]に対して、f =∏

1≤i≤u g
si
i を満足する {(gi, si) ∈ Fq[x]×N | 1 ≤ i ≤ u}

を求める処理である。ここで giはモニックな squarefree

多項式であり、i ̸= jのとき gcd(gi, gj) = 1である。SFD
の計算量は、n = deg f としたとき、O(M(n) log n) =

O(n1+o(1)) である [Yun76]。

2.2.2 Distinct-degree factorization

Distinct-degree factorization (DDF)は SFDによって
得られたモニック squarefree多項式 f ∈ Fqに対し、f の
k次モニック既約因子の積 gk の集合

{gk ∈ Fq[X] | 1 ≤ k ≤ t ≤ deg f}

を求める処理である。即ち、{gk,j ∈ Fq[X] | 1 ≤ j ≤ rk}
を f の k次モニック既約因子の集合としたとき、

f =
∏

1≤k≤t

gk, gk =
∏

1≤j≤rk

gk,j

を満足する gk を 1 ≤ k ≤ t ≤ deg f に対してを求める処
理である。
以下ではCantor-Zassenhausアルゴリズム及び各改良

アルゴリズムの DDFを紹介する。

Cantor-Zassenhaus アルゴリズム Cantor-Zassen-

hausアルゴリズム [CZ81]では

Xqk −X (1)

が k次以下の Fq 上既約なモニック多項式全ての積であ
ることを利用して、DDFを効率的に実現している。即
ち gcd(f,Xqk −X) が f の k次以下のモニック既約因子
の積であることから、f の k次モニック既約因子の積 gk

は

gk = gcd(f,Xqk −X)/ gcd(f,Xqk−1

−X)

で与えられる。この式にしたがって、k = 1, 2, . . . に対
して gk を逐次的に求めることで効率的なアルゴリズム
が得られる。Cantor-Zassenhausの DDFアルゴリズム
を、文献 [GG13, ,Algorithm 14.3]にしたがいAlgorithm

1に示す。
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Algorithm 1 において、k = 1, . . . , t = O(deg f)

に対して行う f を法とする式 (1) の計算がアルゴリズ
ムを律速し、その計算量は、n = deg f としたとき、
O(nM(n) log q) = O(n2+o(1) log q) である。
Algorithm 1に関していくつかの改良アルゴリズムが知

られているが、どれも式 (1)に現れる、k = 1, . . . , t ≤ n

に対するXqk mod f の逐次計算をブロック化すること
で高速化を図っている。以下では改良アルゴリズムの概
略を紹介する。

Gathen-Shoup アルゴリズム Gathen-Shoup アルゴ
リズム [GS92]では、MoenckとBorodin [MB72]のmul-

tipoint evaluationアルゴリズムを利用してXqk mod f

の計算を効率化している。今、γi(X) ≡ Xq2
i

mod f と
すると、γ0 ≡ Xq mod f は繰り返し 2 乗法によって
O(M(n) log q) で計算可能である。また、Xq, . . . , Xq2

i

から式 Xq2
i+j ≡ γi(X

qj ) mod f , j = 1, . . . , 2i によっ
て、Xq, . . . , Xq2

i+1

を計算可能である。この計算はmul-

tipoint evaluationアルゴリズムにより O(M(n)2 log 2i)

で実現可能である。したがって、k = 1, . . . , t ≤ nに対
する式 (1)の計算が O(M(n)2 log n log t)で可能である。
Gathen-Shoupアルゴリズムではさらに改良が加えられ、
この計算を

O((n/t)M(nt) log t) (2)

で実現している。さらに、通常は t = n として計算を
行うため、計算量は O(M(n2) log n) = O(n2+o(1)) とな
る。Multipoint evaluationアルゴリズムの詳細について
は [GG13, Section 10.1] 等を参照されたい。

Kaltofen-Shoupアルゴリズム Kaltofen-Shoupアル
ゴリズム [KS97, Sho95]では式 (1)の代わりに

Xqℓj −Xqi (3)

を利用する。ここで、ℓj > i のとき Xqℓj − Xqi =

(Xqℓj−i −X)q
i

より、式 (3)の多項式は ℓj − i次以下の
Fq上既約なモニック多項式の全てを因子とする。そこで、
ℓ ≤ n, m = ⌈n/ℓ⌉と置き、i = 0, . . . , ℓ− 1, j = 1, . . . ,m

に対して gcd(Xqℓj −Xqi , f)を計算すれば、k = 1, . . . , n

に対して、k次以下のモニック既約多項式である f の因
子の積によって構成された多項式が得られ、DDFアル
ゴリズムを構成可能である。Kaltofen-Shoupアルゴリズ
ムでは、baby-step giant-step戦略により、式 (3)の計算
において i = 0, . . . , ℓ− 1に対するXqi mod f の計算と
j = 1, . . . ,mに対するXqℓj mod f の計算を個別に行う。
i = 0, . . . , ℓ − 1に対する Xqi mod f の計算には繰り返
し 2乗法を利用し、その計算量は、

O(ℓM(n) log q) (4)

である。一方、j = 1, . . . ,mに対する Xqℓj mod f の計
算には Brentと Kung [BK78] の modular composition

アルゴリズム（Brent-Kung アルゴリズム）を利用する。

Algorithm 2 Kaltofen-Shoupの DDF [KS97]

Input: f ∈ Fq[X], monic, squarefree
Output: {gk | 1 ≤ k ≤ t} s.t.

f =
∏

1≤k≤t gk, gk =
∏

1≤j≤rk
gk,j ,

gk,j ∈ Fq[X]: irreducible/Fq, deg gk,j = k
1: ℓ ← ⌈nβ⌉, m ← ⌈n/(2ℓ)⌉
2: for i = 0, . . . , ℓ do

3: hi ← Xqi mod f

4: Compute Hj ← Xqℓj mod f for j = 1, . . . ,m by the
modular composition algorithm

5: Compute Ij ←
∏

1<i≤ℓ Hj−hi for j = 1, . . . ,m by using
the multipoint evaluation algorithm.

6: f∗ ← f
7: for j = 1, . . . ,m do
8: Fj ← gcd(f∗, Ij)
9: f∗ ← f∗/Fj

10: for j = 1, . . . ,m do
11: g ← Fj

12: for i = ℓ− 1, . . . , 0 do
13: g∗ ← gcd(g,Hj − hi)
14: L ← L ∪ {(g∗, ℓj − i)}
15: g ← g/g∗

16: if f∗ ̸= 1 then
17: L ← L ∪ {(f∗,deg f∗)}
18: return L

Modular compositionアルゴリズムは、deg g, deg h <

deg f を満足する多項式 f, g, h ∈ Fq[X] に対して、
g(h) mod f を計算するアルゴリズムである。n =

deg f としたとき、Brent-Kung アルゴリズムの計算量
は O(n(ω+1)/2) であり、これを i = 1, . . . ,m に対する
Xqℓj mod f の計算に適用すれば、O(mn(ω+1)/2)で計算
可能である。Kaltofen-Shoupアルゴリズムではこの計算
をさらに改良し、i = 1, . . . ,mに対する Xqℓj mod f の
計算を

O(m(ω−1)/2n(ω+1)/2) (5)

で実現している。
Kaltofen-Shoupアルゴリズムは式 (3)を利用する他に

もmultipoint evaluationアルゴリズム等のブロック計算
手法を用いて詳細に効率化が図られている。Algorithm

2に、文献 [KS97]にしたがってKaltofen-ShoupのDDF

アルゴリズムを示す。Algorithm 2 に現れる β は Step

2-3と Step 4の計算量のバランスをとり最適化するため
のパラメータであり、0 < β < 1に値をとる。
Algorithm 2において n0 = ℓmと置くと、Step 15ま

でに n0次以下のDDFは終了しており、残次数 n−n0が
n0以下であれば、Step 15を終了した時点で f∗は 1であ
るか deg f∗ > n0の既約多項式である。したがって、これ
らの場合に関して Step 16, 17の処理を行うことで、DDF

を完了できる。以上の議論からmは n/2 ≤ n0 = ℓmを
満足すれば十分であり、Step 1において、m = ⌈n/ℓ⌉の
代わりにm = ⌈n/(2ℓ)⌉と設定されている。
Algorithm 2 の各ステップの計算量は Step 2-3 が

O(ℓM(n) log q), Step 4がO(m(ω−1)/2n(ω+1)/2)である。
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また、Step 5以降の計算量は

O(M(ℓ)M(n) log ℓ+M(m)M(n) logm) (6)

であり、Step 2-4がアルゴリズムを律速する [KS97]。以
上より、Algorithm 2の計算量は

O(ℓM(n) log q) +O(m(ω−1)/2n(ω+1)/2) =

O(nβ+1+o(1) log q + n(1−β)(ω−1)/2+(ω+1)/2) (7)

である。ここで、β = 2(ω − 1)/(ω + 1) とすると、式
(7)の 2つの項の nの指数が等しくなり、log qを固定し
た場合の計算量の最適値が得られる。したがって、ω =

2.376 のとき β = 0.815 であり Algorithm 2 の計算量
は O(n1.815 log q) となる。また、ω = 2.808のとき β =

0.815であり O(n1.950 log q) となる。さらに、ω = 3と
すると β = 1となり Cantor-Zassenhausの DDFと同一
の計算量となる。

NTLアルゴリズム 文献 [KS97, Sho95]では、行列乗
算を利用しない modular compositionアルゴリズムと、
それを利用した「実用的な」DDFアルゴリズムも提案
されている。このアルゴリズムは Shoupの NTLライブ
ラリ [Sho90]に実装されている。そこで以下ではこのア
ルゴリズムをNTLアルゴリズムと呼ぶ。NTLアルゴリ
ズムでは、modular compositionを

O(n2 + n1/2M(n)) (8)

で実現する。また、j = 1, . . . ,mに対するXqℓj mod fの
計算のみならず、i = 1, . . . , ℓ−1に対するXqi mod f の
計算にも繰り返し2乗法の代わりにmodular composition

を利用している 1。したがって、アルゴリズムは β = 0.5

のときに最適化され、計算量は

O(n1/2(n2 +
√
nM(n)) +M(n) log q)

= O(n2.5 + n1+o(1) log q) (9)

となる。
NTLアルゴリズムでは、Kaltofen-Shoupアルゴリズ

ムと異なり、Step 5 の計算に multipoint evaluation を
利用せず通常の剰余乗算を利用している。したがって、
Step 5以降の計算量は

O(ℓmM(n)) = O(n2+o(1)) (10)

となるが、Kaltofen-Shoupアルゴリズムと同様に、これ
は Step 2-4の計算量で抑えられ、NTLアルゴリズムの
DDFの計算量は式 (9)で与えられる。

1 i = 1 に対しては繰り返し 2 乗法を利用する。

Kedlaya-Umans アルゴリズム Kedlaya と Umans

は、O(n1+o(1)) の modular composition アルゴリズム
を提案し、これを Kaltofen-Shoupアルゴリズムに適用
した [KU11]。Kedlaya-Umansアルゴリズムでは、NTL

アルゴリズムと同様にβ = 0.5として、j = 1, . . . ,mに対
するXqℓj mod fの計算のみならず、i = 1, . . . , ℓ−1に対
する Xqi mod f の計算にも modular composition アル
ゴリズムを利用している。また、Step 5以降はKaltofen-

Shoupアルゴリズムと同一である。したがって、Kedlaya-

Umansアルゴリズムにおいても、Step 2-4が律速であ
り、DDFが

O(n1/2n1+o(1) + n1+o(1) log q)

= O(n1.5+o(1) + n1+o(1) log q) (11)

で実現される。
Kedlaya-UmansのDDFアルゴリズムは、現在のとこ

ろ最良計算量のアルゴリズムであるが、現在の計算機で
扱える問題に対しては効率的ではないことが知られてい
る [BZ09]。

2.2.3 Equal-degree factorization

Equal-degree factorization (EDF)は、DDFによって
得られた k 次モニック既約多項式の積 gk ∈ Fq[X]を k

次既約多項式に分解する処理である。即ち、deg gk,j = k

を満足する既約多項式 gk,j の積

gk =
∏

1≤j≤rk

gk,j

に対して、多項式集合 {gk,j | 1 ≤ i ≤ rk} を求める処理
である。
Cantor-Zassenhausアルゴリズムでは EDFに確率的

多項式時間アルゴリズムが用いられている。Cantor-

Zassenhaus アルゴリズムの EDF の計算量は、nk =

deg gk = krk として、O((k log q + log nk)M(nk) log rk)

である。
EDFは k = 1 . . . , t ≤ deg fに対して実行されるので計

算量の合計を見積ると、n = deg fに対して
∑

0≤k≤t nk =

nであることに注意して、

O(
∑

0≤k≤t

((k log q + log nk)M(nk) log rk))

= O(nM(n) log q) = O(n2+o(1) log q) (12)

を得る [GG13, Theorem 14.14]。
DDFと同様に、EDFに対しても多くの改良が知られ

ている。von zur Gathenと Shoupの改良アルゴリズム
は Brent-Kungのmodular composition アルゴリズムを
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表 1: Cantor-Zassenhausアルゴリズムの計算量 (†: ω =

2.376, ‡: ω = 2.808, ††: ω = 3)
Square-free decomposition

Yun [Yun76] O(n1+o(1))
Distinct-degree factorization

Cantor-Zassenhaus [CZ81] O(n2+o(1) log q)

Gathen-Shoup [GS92] O(n2+o(1))
Kaltofen-Shoup [KS97] O(n1.815 log q) †

O(n1.950 log q) ‡
NTL [Sho95] O(n2.5 + n1+o(1) log q)

Kedlaya-Umans [KU11] O(n1.5+o(1) + n1+o(1) log q)
Equal-degree factorization

Cantor-Zassenhaus [CZ81] O(n2+o(1) log q)

Gathen-Shoup [GS92] O(n1.189+o(1)+

n1+o(1) log q) †
O(n1.404+o(1)+

n1+o(1) log q) ‡
O(n1.5+o(1)+

+n1+o(1) log q) ††
NTL [Sho95] O(n2 + n1+o(1) log q)

Kedlaya-Umans [KU11] O(n1+o(1) log q)

利用して、k = 1 . . . , t ≤ deg f に対する合計計算量

O(
∑

0≤k≤t

(n
(ω+1)/2+o(1)
k log(nk/rk)

+ n
1+o(1)
k log nk/k log q))

= O(n(ω+1)/2+o(1) + n1+o(1) log q)) (13)

を実現している。これは、ω = 2.376 のとき
O(n1.189+o(1) + n1+o(1) log q) であり、ω = 2.808

のとき O(n1.404+o(1) + n1+o(1) log q) となる。また、
ω = 3のとき O(n1.5+o(1) + n1+o(1) log q) となる。さら
に、modular composition に「現実的な」アルゴリズ
ムを利用した NTLアルゴリズムでは EDFの計算量が
O(n2 + n1+o(1) log q) であり、Kedlaya と Umans の改
良アルゴリズムでは O(n1+o(1) log q) である。

2.2.4 Cantor-Zassenhausアルゴリズムの計算量
以上で示したCantor-Zassenhausアルゴリズムとその

改良アルゴリズムの計算量を表 1にまとめる。
表 1から明らかなように、Cantor-Zassenhausアルゴ

リズムにおいて DDF が律速であり、最良の Kedlaya-

UmansアルゴリズムでO(n1.5+o(1)+n1+o(1) log q)、現実
的な選択であるStrassenの行列乗算を利用したKaltofen-

Shoup アルゴリズムで O(n1.950 log q)、通常の利用で
最も実用的であると考えられる NTL アルゴリズムで
O(n2.5 + n1+o(1) log q)である。

3 因子次数制限付き因数分解

本節では、既約因子の最高次数が既知の場合の因数分
解問題を与え、前節で紹介した Cantor-Zassenhausアル
ゴリズムとその改良アルゴリズムをこの問題に適用した
場合の計算量について議論する。

3.1 因子次数制限付き因数分解

因子次数制限付き因数分解は、次数 nのモニック多項
式 f ∈ Fq[X]と 0 < α ≤ 1が与えられ、f の既約因子の
次数が nα 以下であるとき、即ち f が nα 次以下の既約
多項式 fi, i = 1, . . . , rの積

f =
∏

1≤i≤r

fei
i , deg fi ≤ nα (14)

であるときに、(fi, ei) ∈ Fq[X]× N の集合

{(fi, ei) | 0 ≤ i ≤ r} (15)

を求める処理である。
SFDは因子次数制限付き因数分解に対して計算量が変

化しないので、以降では議論の単純化のため、fが square-

freeであるとし、SFDを介さずに DDFアルゴリズムに
入力されると仮定する。

3.2 Cantor-Zassenhausアルゴリズムの適用

ここでは、Cantor-Zassenhausとその改良アルゴリズ
ムを因子次数制限付き因数分解に適用した場合の計算量
を DDFと EDF各々について個別に評価する。

3.2.1 DDF

Algorithm 1に示した Cantor-Zassenhausの DDFア
ルゴリズムでは、既約因子の最高次数が nαのとき Step

2–7のwhile文の繰り返し回数が nα以下になるので、計
算量が O(nα+1+o(1) log q) に削減される。一方、改良ア
ルゴリズムでは、計算をブロック化して効率化するため
に入力多項式の次数 nに依存したパラメータ設定が行わ
れる。したがって、既約因子の最高次数が nより小さい
場合にも計算量は削減されない。例えば、Algorithm 2

に示した Kaltofen-Shoupアルゴリズムでは、nから導
かれた ℓ, mが以降の繰り返し回数を定めるため、既約
因子の最高次数によって計算量は変化しない。

3.2.2 EDF

Cantor-Zassenhausアルゴリズムにおける EDFでは、
k = 1, . . . , t ≤ nに対してアルゴリズムが適用されるが、
式 (12)に示したように合計の計算量は既約因子の最高次
数に影響されない。同様に、Gathen-Shoupの改良アル
ゴリズムにおいても、式 (13)に示したように合計の計算
量は既約因子の最高次数に影響されない。

4 因子次数制限付き因数分解へのDDFの拡
張

前節で述べたように、既存アルゴリズムを因子次数制
限付き因数分解問題に適用した場合、Cantor-Zassenhaus
のDDFアルゴリズム以外は通常の因数分解と同一の計算
量が必要である。また、Cantor-Zassenhausアルゴリズ
ムにおいてはDDFとEDFの計算量が同一のため、DDF

が高速化された場合 EDFが計算量の主項となり、実際
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には大幅な高速化が期待されるものの漸近計算量は削減
されない。
SFDはその性質から既約因子の次数よって計算量が変

化しないことを前節で述べ、EDFも既約因子の次数に制
限がある場合も通常と同一の計算量が必要であることを
前節で示した。一方、Cantor-Zassenhausアルゴリズム
のみならずその改良アルゴリズムにおいても、DDFは
既約因子の次数に制限がある場合に対して効率的な拡張
が可能であると考えられる。また、Cantor-Zassenhaus

アルゴリズムと異なり、改良アルゴリズムは DDFが律
速であるため、DDFの計算量削減がアルゴリズム全体
の漸近的計算量削減につながると期待される。そこで以
下では、Gathen-Shoupアルゴリズム、Kaltofen-Shoup

アルゴリズム、NTLアルゴリズム、Kedlaya-Umansア
ルゴリズムの DDFを因子次数制限付き因数分解に拡張
する。また、拡張した DDFの計算量を評価する。

4.1 DDFの拡張
4.1.1 Gathen-Shoupアルゴリズムの拡張
Gathen-Shoup の DDF では、t = nα とし、k =

1, . . . , t ≤ nに対して式 (1)を計算することで、因子次数
制限付き因数分解に対応可能である。しかし、式 (2)よ
り、このときの計算量は

O((n/t)M(nt) log t) = O(n1−αM(n1+α) log nα)

= O(n2+o(1))

となる。したがって、拡張した Gathen-Shoupの DDF

を因子次数制限付き因数分解に適用した場合、現実的な
高速化は期待されるものの漸近計算量は削減されない。

4.1.2 Kaltofen-Shoupアルゴリズムの拡張
2.2.2 節で議論したように、Kaltofen-Shoup の DDF

では、Algorithm 2の Step 1で決定した ℓ, mに対して
n0 = ℓmと置いたときに、n0が n0 ≤ n/2を満足すれば
アルゴリズムが動作するが、既約因子の次数が nα以下の
場合には、n0 ≤ nαであっても十分である。したがって、
Algorithm 2の Step 1を

1: B ← min(nα, n/2), ℓ← ⌈Bβ⌉, m← ⌈B/ℓ⌉
と書き換えることが可能であり、この変更によって
Kaltofen-Shoup アルゴリズムの DDF が因子次数制限
付き因数分解に拡張される。以下では Algorithm 2にこ
の拡張を施した拡張 DDFの計算量を評価する。以下の
“Step i”は、Algorithm 2の Step iを表す。まず、式 (7)

より、

O(ℓM(n) log q) +O(m(ω−1)/2n(ω+1)/2)

= O(nαβ+1+o(1) log q+nα(1−β)(ω−1)/2+(ω+1)/2)

を得る。そこで、この式の 2つの項の nの指数が等しく
なるように

β =
(α+ 1)(ω − 1)

α(ω + 1)
(16)

とすると、log qを固定したときの計算量の最適値が得ら
れる。このとき、Step 2-4の計算量は

O(n((ω−1)α+2ω)/(ω+1)+o(1) log q)

である。ただし、β < 1より、この計算量でアルゴリズ
ムが動作するためには α > (ω − 1)/2 が必要である。し
たがって、ω = 2.376のとき 0.688 < α ≤ 1の範囲で計
算量

O(n0.408α+1.408 log q), (17)

が得られ、ω = 2.808のとき 0.904 < α ≤ 1の範囲で計
算量

O(n0.475α+1.475 log q) (18)

が得られる。また、α ≤ (w− 1)/2の場合には、Cantor-

Zassenhausの DDFと同一の計算量

O(nα+1+o(1) log q) (19)

となる。
一方、Step 5以降の計算量の合計は式 (6)より、

O(M(ℓ)M(n) log ℓ+M(m)M(n) logm)

= O(nαβ+1+o(1) + nα(1−β)+1+o(1))

である。ここで行列乗算の性質より 2 ≤ ωであることを
考慮すると、式 (16)より

β ≥ α+ 1

3α
≥ 2

3

を得る。したがって、Step 5以降の計算量の合計は

O(nαβ+1+o(1)+nα(1−β)+1+o(1)) = O(nαβ+1+o(1)) (20)

となり、Step 2-4の計算量で抑えられる。
以上より、因子次数制限付き因数分解に対する

Kaltofen-Shoup アルゴリズムの拡張 DDF の計算量は
式 (17), (18)及び (19)で与えられる。

4.1.3 NTLアルゴリズムの拡張
NTLアルゴリズムの因子次数制限付き因数分解への拡

張は、Algorithm 2の Step 1に対して 4.1.2節で示した
Kaltofen-ShoupのDDFに対する拡張と同一の変更を加
えることで達成される。そこで以下ではこの拡張を施し
た NTLアルゴリズムの DDFの計算量を評価する。
まず、Algorithm 2の Step 2-4の計算量は、式 (8), (9)

より

O(nα/2(n2 + n1.5+o(1)) + n1+o(1) log q)

= O(nα/2+2 + n1+o(1) log q) (21)

で与えられる。また、Step 5以降の計算量は式 (10)より

O(ℓmM(n) log n) = O(nα+1+o(1))

で与えられるが、これは式 (21)で抑えられる。したがっ
て、式 (21)が因子制限付き因数分解に対する NTLアル
ゴリズムの DDFの計算量を与える。
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表 2: 因子次数制限付き因数分解における DDFの計算
量 (†: ω = 2.376, ‡: ω = 2.808, ††: ω = 3)

Cantor-Zassenhaus O(nα+1+o(1) log q)
Gathen-Shoup O(n2+o(1))
Kaltofen-Shoup O(n0.408α+1.408 log q); α > 0.688 †

O(nα+1+o(1) log q); α ≤ 0.688 †
O(n0.475α+1.475 log q); α > 0.904 ‡
O(nα+1+o(1) log q); α ≤ 0.904 ‡

NTL O(nα/2+2+o(1) + n1+o(1) log q)
Kedlaya-Umans O(nα/2+1+o(1) + n1+o(1) log q)

4.1.4 Kedlaya-Umansアルゴリズムの拡張
Kedlaya-Umans アルゴリズムの因子制限付き因数分

解への拡張は、NTLアルゴリズムの場合と同様に、Al-

gorithm 2の Step 1に対して 4.1.2節で示したKaltofen-

ShoupのDDFに対する拡張と同一の変更を加えることで
達成される。この拡張を施したKedlaya-UmansのDDF

は、式 (11)より Algorithm 2の Step 2-4の計算量が

O(nα/2n1+o(1) + n1+o(1) log q)

= O(nα/2+1+o(1) + n1+o(1) log q) (22)

で与えられる。一方、Step 5 以降は、Kaltofen-Shoup

アルゴリズムと同一であるので、計算量が式 (20) で与
えられるが、これは式 (22) で抑えられる。したがって
Kedlaya-UmansアルゴリズムのDDFの計算量は式 (22)

で与えられる。

4.2 因子次数制限付き因数分解の計算量

ここでは、4.1節をまとめ、各アルゴリズムを因子次
数制限付き因数分解に適用した場合の計算量を EDFを
含めて考察する。そのために、まず表 2に 4.1節の結果
をまとめる。
Cantor-Zassenhausアルゴリズムでは、既約因子の次

数に制限がない場合（即ち α = 1）において、既にDDF

とEDFの計算量が等しかったため、既約因子次数に制限
がある場合においても（漸近的には）計算量が削減され
なかった。一方、改良アルゴリズムの拡張は α = 1のと
きDDFが律速だが、α < 1では EDFが律速する場合も
考えられる。そこで、表 2の結果と表 1に示された EDF

の計算量を比較し各拡張アルゴリズムにおいて DDFが
計算量を律する α の範囲を評価する。まず、Kaltofen-

Shoupアルゴリズムでは ω = 2.376のとき α ≥ 0.189、
ω = 2.808のとき α ≥ 0.404で DDFが律速であること
が分かる。また、NTLアルゴリズムと Kedlaya-Umans

アルゴリズムでは全ての αにおいて DDFが計算量を律
する。したがって、αの広い範囲で（αによって効率の
変化する）拡張 DDFが律速であり、因子次数制限付き
因数分解への DDFの拡張は、実際の速度向上のみなら
ず、漸近計算量の観点からも有効である。

5 実装実験

前節では因子次数制限付き因数分解に拡張した DDF

アルゴリズムの計算量評価を行ったが、本節では実装実
験によって拡張 DDFアルゴリズムの効果を確認する。
実装は C++言語を用いて行い、NTL ライブラリ

[Sho90]利用した。また、コンパイラには GCC 4.4.7を
利用した。実装したアルゴリズムは、Kaltofen-Shoupア
ルゴリズムの因子次数制限付き因数分解への拡張 DDF

と NTLアルゴリズムの因子次数制限付き因数分解への
拡張 DDF、比較のための Cantor-Zassenhausのオリジ
ナル DDF (Algorithm 1)の 3種類である。
NTLの拡張 DDFアルゴリズムは NTLライブラリの

ソースコードを利用して作成した。Kaltofen-Shoupの拡
張 DDFは、律速である Algorithm 2の Step 4 までを
実装し、Step 5以降は NTLライブラリのソースコード
を利用した。また、行列乗算には D’Albertoと Nicolau

[DN09]の Adaptive Winograd乗算を利用した 2。さら
に、現実的な速度を得るために、パラメータ βに式 (16)

で得た理論上の最適値を設定する代わりに、事前実験に
より実際の計算時間が最小となるパラメータ m, ℓを推
定し設定した。
実験は Intel Xeon E5-2643 3.30GHz上の Linux 2.6で

行った。実験では p = 2128 − 159 と固定し、実装した
DDFを Fp上の squarefree多項式に対して適用した。被
分解多項式の次数が 10000, 20000, 40000, 80000に対し
て、それぞれ αを 1, 0.8, 0.6, 0.4, 0.2と変化させて各ア
ルゴリズムの計算時間を計測した。Cantor-Zassenhaus

アルゴリズムについては次数 10000, 20000に対してのみ
時間を計測した。表 3に 10000次、表 4に 20000次、表 5

に 40000次と 80000次の多項式に対する結果をそれぞれ
示す。表中で “CZ”はCantor-Zassenhausアルゴリズム、
“NTL”は NTLアルゴリズム, “KS”は Kaltofen-Shoup

アルゴリズムを表す。また、表 6に Kaltofen-Shoupア
ルゴリズムの拡張 DDFを 80000次の多項式対して適用
した場合の計算時間の詳細を示す。表 6において各 Step

は Algorithm 2の Stepに対応する。
各表のそれぞれの値は条件を満足するランダム多項

式 8 個に対する計算時間の平均値であるが、Cantor-

Zassenhaus アルゴリズムについては、値のばらつきが
大きいので、平均値を “Ave.”に示すとともに最大値を
“Max.”に示す。
Kaltofen-ShoupとNTLのオリジナルアルゴリズムは、

α < 1に対しても α = 1の場合と同一の計算時間が必
要であることに注意し、α = 1の場合と α < 1の場合
とを比較すると、Kaltofen-Shoupと NTLの両アルゴリ
ズムに対して DDFの拡張が有効であることが確認でき
る。また、αが小さいときには拡張DDFよりもCantor-

ZassenhausアルゴリズムのDDFの方が漸近計算量が小

2 Adaptive Winograd 乗算は ω = 2.808 のアルゴリズムである。
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表 3: 拡張 DDFの実装結果（秒）: deg f = 10000
α CZ NTL KS

Ave. Max.
1 49889 84987 836 916
0.8 6198 7173 441 510
0.6 966 1007 175 219
0.4 158 163 73 86
0.2 30 30 36 40

表 4: 拡張 DDFの実装結果（秒）: deg f = 20000
α CZ NTL KS

Ave. Max.
1 137976 184402 4247 3548
0.8 24082 28323 2122 1803
0.6 3200 3611 781 726
0.4 447 461 292 278
0.2 69 69 118 94

表 5: 拡張DDFの実装結果（秒）: deg f = 40000, 80000
α deg f = 40000 deg f = 80000

NTL KS NTL KS
1 22302 13982 121251 56825
0.8 10460 6484 52561 24603
0.6 3603 2374 16751 7917
0.4 1214 855 5369 2631
0.2 404 268 1718 688

表 6: Kaltofen-Shoup の拡張 DDF の実装結果（秒）:

deg f = 80000
α Step 2-3 Step 4 Step 5- Total
1 21790 25065 9969 56825
0.8 10422 12211 1970 24603
0.6 3572 3967 377 7917
0.4 1365 1182 83 2631
0.2 340 327 21 688

さいが、今回の実験では広い範囲で拡張 DDFの方が高
速であった。したがって、現実的な用途では因子次数制
限付き素因数分解に対しては拡張 DDF の適用が有効で
あると考えられる。さらに、表 6から、今回の実験の範
囲では Kaltofen-Shoup の拡張 DDF において Step 2-4

が律速であることが分かる。したがって、本実装でとっ
た、Step 5以降に NTLライブラリを利用する戦略も現
実的な選択であることが確認できた。

6 まとめ

本論文では既約因子の次数に制限がある多項式の因
数分解に対する Cantor-Zassenhaus アルゴリズム及び
その改良アルゴリズムの摘要を議論し、まず、Cantor-

Zassenhausアルゴリズムの計算量が既約因子の次数に制
限がある多項式に対して削減されるが改良アルゴリズム
の計算量は削減されないことを述べた。そして、改良ア
ルゴリズムについて既約因子の次数に制限がある多項式
に対する拡張を示した。拡張されたアルゴリズムにおい
て、Gathen-Shoupアルゴリズムでは計算量が削減されな
かったものの、Kaltofen-Shoupアルゴリズム、Kaltofen-

Shoupの「実用的な」アルゴリズム、Kedlaya-Umansア
ルゴリズムは既約因子の次数に制限がある多項式に対し
計算量が削減されることを示した。さらに、Kaltofen-

Shoupアルゴリズム、Kaltofen-Shoupの「実用的な」ア

ルゴリズムの拡張を実装し、本論文で示した拡張が実際
に効果的であることを確認した。
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